4.3 Parciadlne derivacie
4.3.1 Parcialne funkcie a parcialne derivacie prvého radu

Nech funkcia f : R" D A — R je definovana na istom okoli bodu a = (ay,...,a,). Touto
funkciou st definované zaroven funkcie jednej premennej g; : B — R

gz<wz) = f(afla sy @1, Ty Qg 1y - - - 7a/n>7 1= 17 s, n.

Funkcia g;(x;) je funkcia jednej premennej definovana na istom okoli bodu a; € R a nazy-
vame ju parcialna funkcia funkcie f premennej x;.
Ak existuje vlastna derivacia funkcie g; v bode a;, t.j. ak existuje kone¢na limita

hm f(a17 ... )ai—17x’i7ai+1) oo 7an) - f(a17 .. ‘7ai—17ai7ai+17 [ 7an)

Ti—a; T, — Qg

= ¢'(ai),

potom ¢&islo ¢’(a;) nazyvame parcialnou derivaciou prvého radu funkcie f v bode a podla
0 0

premennej x; a oznac¢ujeme bud 9/a) alebo / (a), fi(a), fu,(a), fi(a).

Pre funkciu dvoch premennych, kde a = (0, Yo) mame

df (w0, o) —  lim f(x,90) — f(x0,10)

Ox o x — 2 ’
Of (o, 0) _ lim f(xo,y) — f(xo, yo)
Jy y—yo Y — Yo '

Pri pocitani parcialnych derivacii danej funkcie postupujeme tak, ako v pripade funkcie
jednej premennej. TotiZ pri poc¢itani parcidlnej derivacie funkcie f(xy, ..., z,), napriklad podla
x;, povazujeme tuto funkciu len za funkciu premennej x;. Ostatné premenné povazujeme za
konstanty.

Y
X
Xo+AX ""__""_!T:T'
. 3 .. Of Of
Priklad 4.9 Nech f:R* —= R, f(x,y,2) = zcos(y + z) + 2*Y. Vypocitajme 32 D
x’ 0z

Riesenie. Pri vypocte Iz povazujeme ¥, z za konstanty, teda
x

g—i =1-cos(y + z) + 2"y In 2.



Pri vypocte 3 povazujeme x,y za konstanty, teda
z

of .
5 = —xsin(y + 2).

4.3.2 Geometricky vyznam parcialnych derivacii funkcie f : RZ2 D A — R

Nech f: R2 D A — R, 2 = f(z,y). Nech bod M = (a,b) € A. Funkcie ¢,(z) = f(z,b),
g2(y) = f(a,y) st parcialne funkcie k funkcii f : A — R. Vektor u = (1,0, f.(a, b)) je smerovy
vektor doty¢nice ku grafu funkcie gy v bode T' = (a,b, f(a,b)). Vektor v = (0,1, f,(a,b))
je smerovy vektor doty¢nice ku grafu funkcie go v bode T = (a,b, f(a,b)). Preto vektor
n = u X v je normalovy vektor dotykovej roviny « ku ploche z = f(x,y) v bode T. Teda
n = (—fyx(a,b), —f,(a,b), 1).

Ak X = (z,v, 2) je Iubovolny bod dotykovej roviny, potom (X —7') -n = 0. To znamena,

7e
— (z—a)fola,b) = (y = b) fy(a,b) + (= — f(a,;b)) = 0 (1)
je rovnica dotykovej roviny ku ploche f v bode T" a
r—a  y—b  z—f(a,b)
_fx(avb> a _fy(avb) a 1

je rovnica normaly.

\ n=(=f ~7LD
F Y
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Priklad 4.10 Nech f : R*> — R, f(z,y) = 222+ 3y® a M = (a,b) = (1,2). Ndjdime
rovnicu dotykovej roviny ku ploche f v bode T = (1,2, 14).

Riesenie. Normalovy vektor dotykovej roviny « v bode T'(1,2,14) je n = (—4,—12,1).
Teda
—(x—=1)(-4)—(y—2)(-12)+ (2 —14) =0

je rovnica dotykovej roviny.

4.3.3 Lagrangeova veta o prirastku funkcie. Totalny diferencial

Veta 4.15 (Lagrangeova veta) Nech funkcia f : R® D A — R je definovand na istom

okoli bodu a = (ay,...,a,) € A a nech na tomto okoli md parcidlnu deriviciu podla kazZdej
svojej premennej. Nech b= (by,...,b,) € A je lubovolny bod tohto okolia. Potom v tomto okoli
existuji body Py = (§1,ba,...,b,), Po = (a1,&,...b,), ... , Py = (ay1,a9,...,&,) také, Ze

f(b) - f(a) = fx1<P1)<b1 - al) + fx2<P2)<b2 - a2> Tt fzn(Pn)<bn - an)

a p(P,a) <pla,b),i=1,...,n.



Podobne ako pre funkciu f : R D A — R modZeme definovat diferencovatelnost funkcie
fTR"DA—R.

Nech funkcia f : R® D A — R je definovana na istom okoli O(a), kde a = (ay, ..., a,) € A.
Hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelna v bode a, ak existuju také ¢isla K; € R, 7 =
1,...,n a funkcia w : R® D A — R v bode a spojita a taka, Ze }gr(llw(x) = w(a) = 0 pri¢om

plati

= ZKZ(-TZ —a;) + w(z)p(z, a). (2)

Funkciu Z K;(x; — a;) nazyvame totalny (dplny) diferencial funkcie
f:R™ D A — R v bode a € A a oznacujeme ho df(a,z). Teda

= Z Ki(x; — a;). (3)

Z definicie diferencovatelnosti funkcie vyplyvaji nasledujuce vety:

Veta 4.16 Ak funkcia f : R* D A — R je diferencovatelnd v bode a € A, tak je v tomto
bode spojitd.

Veta 4.17 Ak funkcia f : R™ D A — R je diferencovatelnd v bode a, potom existuji par-

cidlne dertvdcie g(a)’ 1=1,...,n a pre ¢isla K; vystupujice v definicii uplného diferencidlu
plati
0
K; = f(a), 1=1,...,n.
al’z‘

Poznamka 4.9 7 Vety[f.18, vzhladom na[3 pre f: R™* D A — R plati

Afan) =Y L - a). (@

i=1
Teraz uvedieme postac¢ujiucu podmienku pre diferencovatelnost funkcie v bode a.

Veta 4.18 Ak v istom okoli O(a) ezistuji parcidlne derivdcie gi 2 = 1,...,n pricom

tieto derivdcie su spojité v bode a, tak funkcia f: R™ D A — R je dzferencovatel’nd v bode a.



4.3.4 Parcialne derivacie zlozenych funkcii

Pre parcialne derivacie zlozenej funkcie

f(gl(xla s 7xm)792($1’ s 7'1:771,)7 s 7gn($17 cee axm))
plati

Veta 4.19 Nech funkcie g; : R™ D A — B C R, u; = gi(z1,...,2m), i = 1,2,...,n su
diferencovatelné v bode a = (ay,...,a,) € A . Nech funkcia f : R® D B — R je diferencova-
telnd v bode b = (g1(a),g2(a), ..., gn(a)) € B. Potom zloZend funkcia F : A — R, definovand
vztahom

F(zy,...,xm) = f(o1(x1, . @m)s ooy (@1, - ooy T)

je diferencovatelnd v bode a. Potom pre parcidlne derivdcie funkcie F' plati

OF(a) _ 0f()dgrla) | 0F()0g:(a) | D (b) dgn(a)

ox; ou;  Ox; Ouy  Ox; ou, Ox; ,

1=1,....,m

Poznamka 4.10 Nech F(x,y) = f(u,v) = f(g1(z,v), g2(z,v)), bod a = (xo,90), b =
(u0,v0) = (91(0, ¥0), 92(T0,%0)). Potom

3F($o,yo) _ af(uo,vo) 391(3:0790) i af(uoﬂfo) 892(x0,y0>

ox ou oxr ov or ’
OF (0, o) _ 0 f (uo, vo) g1 (0, Yo) n 0 f (uo, vo) 0g2(z0, Yo)
oy ou dy ov y '

Poznamka 4.11 Nech F(z) = f(u,v) = f(g1(2), g2()) a nechb = (ug,vo) = (g1(x0), g2(x0)).

Potom
dF(ZL'()) _ 8f(u0, Uo) dgl(l’g> 4 8f(u0, ’Uo) dg2<l’0)
dz ou dz ov de
Ak dalej g1(x) = x, tak

dF(zo)  0f(uo,vo) N df (uo, vo) dga(zo)
de ou ov de

Priklad 4.11 Ndjdime £, ak z = €%, kde v = t* a y = 13

Riesenie. Na zaklade poslednej poznamky dostavame

d
d—’;’ = 5ePT2(2h) + €57 (—2)31% =

= 772 (10t — 6¢2).



4.3.5 Parcialne derivacie vysSieho radu

Nech funkcia f : R* D A — R méa v nejakom okoli bodu a = (ay,...,a,) € A parcidlnu
derivaciu f,, podla i-tej premennej. Ak existuje derivacia funkcie f,, podla j-tej premenne;
v bode a € A, nazyvame ju parcidlnou derivaciou druhého radu funkcie f v bode a podla i-tej
a j-tej premennej (v tomto poradi) a oznacujeme ju

2352 alebo  fi, (a), alebo fi.(a) ,alebo fii(a).
Ak i = j namiesto
#fla) . Pfla)
Dogp, Peme -
Nech funkcia f : R®* D A — R ma v okoli bodu a = (a1,...,a,) € A parcidlnu derivaciu

(k —1)-ho radu £V kde ir,... i1 € {1,...,n}. Oznatme g = f"7) . Ak funkcia g
mé v bode a € A parcidlnu derivaciu (prvého radu) podla ix-tej premennej, tak ju nazyvame
parcialnou derivaciou k-tého radu funkcie f v bode a podla premennych s indexami

i1, ..., (v tomto poradi) a oznac¢ujeme jednym z vyrazov
k
(#) o f
o (a), ————/(a).
. @

Poznadmka 4.12 Nech fii(z),fi(z) si spojité v bode a € A, potom plati fji(a) = fi'(a)

»d ji i
4.3.6 Diferencial vyssSieho radu. Taylorov vzorec

Definicia 4.13 Hovorime, Ze funkcia f : R* D A — R md v bode a = (ay,...,a,) € A
diferencidl k-tého rdadu, ak v istom okoli O(a) C A md funkcia f vsetky parcidlne derivdicie
(k — 1)-ho rddu a tieto derivdcie si diferencovatelné v bode a. Diferencidlom k-tého radu

funkcie f v bode a, pre bod x = (x1,...,2,) € A rozumieme funkciu
0 d 0 "
k S — p— — p— “ .. —
d f(av ZL‘) T 8:1:1 (ml a'l) + 83:2 ($2 a2) + + 8:1:n (:Bn an) f(a')

Pod symbolom pouzitym v poslednej definicii rozumieme toto: formélne utvorime k-ta

mocninu vyrazu v zatvorke a potom namiesto k-tych mocnin znakov

ak
i napiSeme o f(a).
Veta 4.20 (Taylorova veta) Nech funkcia f: R™ D A — R je z C*¥™ v okoli O(a) C A.
Potom (Vx € O(a))(30 € (0,1)) tak, Ze plati

Fla) = df(a) + 1l f(a,) -+ i Fla, ) + Ral),
kde

Rk(@:;{a )

Pre funkeiu z = f(z,y), pre a = (zo, yo), © = (70 + h1, Yo + hs), plati

1 {af(xoyyo)hl_i_af(xoayo)hQ] n

k+1
(, — an)] fla+0(x —a)).

f(zo + hi,yo + ha) = f(z0,90) +

1! ox dy
1 [0%f(x1,1) 5, ,0°f(21,11) O f(z1,11) , 5
5 [ a,IQ h1 + 2 ayay h1h2 + 2 h2 )

kde 1 = 2o + Ghl, Y1 = Yo + 9h2, RS (O, 1)
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