10.6 Elementarne funkcie komplexnej premennej

V tejto casti uvedieme niektoré elementarne funkcie a ich zakladné vlastnosti.
e Polynémy komplexnej premennej
Polynémom komplexnej premennej nazyvame funkciu

w=apz" +a 2"+ Fa,12z+a,

komplexnej premennej, pri¢om aqg,...,a, € C an = 0,1,2,.... Vlastnostami polyno-
mov sme sa zaoberali v predmete Linearna algebra.

e Racionilna funkcia
Podiel dvoch polynémov komplexnej premennej, pri¢om menovatel nie je nulovy polyném,
nazyvame racionilnou funkciou komplexnej premennej. Rozkladom racionélnej funkcie
na parcialne zlomky sme sa zaoberali v predmete Linearna algebra.

e Exponencidlna funkcia Pre kazdé z = z + 1y € C je dana funkcia e* = e*cosy +
1e’siny.
Niektoré zakladné vlastnosti:

1. exponencidlna funkcia nenadobtuda v ziadnom bode svojho defini¢ného oboru hod-
noty 0,00, lim e* neexistuje,

Z—00

z _ T Z _ T o1
Ree* = e” cosy, Ime* = e”siny,

pre z € C plati |e*| = €7,

z+2m4 z

e* je periodicka funkcia s periodou 27, t.j. Vz € C : e = e?,

el =e2 s zn—n=k-2n1,k € Z,

SR

podobne ako pri realnej premennej pre z € C' je

7. pre ubovolné m € Z plati (e*)™ = ™%,
pre racionélne ¢islo r = ™ funkcia (e*)" je n-znacna na mnozine C,

8. funkcia e* je pre kazdé a € R injektivna na kazdom z péasov
P.={zeC: a+(k—12r<Imz<a+k2r}, ke Z,

9. funkcia e® je analytickda na C, pricom (e*)’ = e*, zobrazenie w = e je konformné
v kazdom bode z € C| je viak konformné len na takej oblasti, na ktorej je injektivne.

e Logaritmicka funkcia
Logaritmicku funkciu definujeme ako inverzni funkciu k exponencialnej funkcii.

Definicia 10.13 Pre kazdéz € C\{0} definujeme logaritmicki funkciu Ln z vztahom

Inz={weC: z=¢e"}



Mnozinu Ln z nazyvame logaritmus komplexného ¢isla z a jej prvky hodnoty log-
aritmu ¢isla z.

Je zrejmé, Ze inverzné funkcia k funkcii e* je nekoneéne mnohoznacna. Ku kazdému pasu
{fweC: (2k—1)r <Imw < (2k+1)7}, k € Z, ktory odpovedé pasu Py (popisaného
pri vlastnostiach funkcie e*) pre o = 7 existuje taka jednoznacna vetva logaritmicke;j
funkcie, ktora zobrazuje mnozinu C\{0} na tento pas. Pre k = 0 dostaneme pas, ktory
je obrazom mnoziny C\{0} pri zobrazeni w = Inz, t.j. pri zobrazeni ur¢enom hlavnou
vetvou logaritmu. Funkcia In z je analytickd, pricom pre kazdé z € C\{(—o0,0)} plati
(Inz) =1

Logaritmus T'ubovoIného nenulového komplexného ¢isla z mozeme zapisat v tvare
Lnz =1In|z|+i(argz + 2k7) = In|z| + iArgz, k€ Z.
Hlavna hodnota logaritmu odpoveda hodnote £ = 0. Zname vlastnosti logaritmu

redlnych ¢isel platia tiez v mnozine komplexnych ¢isel.

Z reélnej analyzy vieme, Ze pre x € (0, 00) je mocnina z%, kde a € R definovana vztahom
2% = e*®  Podobne budeme definovat 2% pre z € C — {0}, a € C.

Definicia 10.14 Pre cislo a € C definujeme funkciu a-td vSeobecnd mocnina predpi-
som

‘={weC: w=e™*}

kde z € C — {0}

Goniometrické funkcie
Pre kazdé ¢islo z € C' definujeme

) eir — e7® e 4 e ¥ sin z cos z
Sing = ———, C0sg = ——— tgz = , cotgz = ——.
21 2 COS 2 sin z
Zakladné vlastnosti:
1. Nech z € C. Potom
o0 z2n+1
sinz = -1 ”— CcoSz =

2 (V' e Z

n=0

2. Funkcie sin, cos st na C' jednoznac¢né, analytické a plati
(cosz) = —sinz, (sinz) = cosz.

3. Nech z, 21,25 € C. Potom plati: sin?z 4 cos® z = 1, sin(z; & z9) = sin z; cos zo +
) b )
COS 21 Sin 29, cos(z1£29) = €OS 21 COS 2o Fsin 21 Sin 29, sin z;+sin 2o = 2sin Zli” cos %,

€O 21 + €0s 23 = 2 cos AE22 cos 52 cos 21 — cos 2y = —2sin A2 sin 21222

4. Funkcie sin, cos st na C su periodické s periodou 27.

5. Zobrazenie w = sin z je konformné vo vsetkych bodoch mnoziny {z € C : z #
(2k+1)%,k € Z}, zobrazenie w = cos z je konformné vo vsetkych bodoch mnoziny
{reC: z#knkeZ}.

6. Nech z € C. Potom plati: tg( z) = —tg z, cotg (—z) = —cotg z,
tgz = (cotg2)™, 1+ tg?z = 1+ cotg?z = —%— (ak st vyrazy definované).

sin® z

0052 ’

7. Funkcie tg z, cotg z st jednozna¢né a periodické s perivdou 7.



8. tg z je analytickd v oblasti Oy = C\{z € C: 2= 2k +1)3, k € Z}, (tgz) =

cos? 2z

funkcia cotg z je analytickd v oblasti Qy = C\{z € C : z = krm, k € Z}, (cotgz) =
1
 sin?

Hyperbolické funkcie
Pre kazdé z € C definujeme

. ef—e? e“+e sinh z cosh z
sinh z = , cosh z = , tghz = , cotgh z = —
2 2 cosh z sinh z
Plati: sinh z = —¢ sinz, sin 2 = —i sinh ¢z, cosh z = cos iz,

cos z = coshiz, tghz = —itgiz,tgz = —itghiz, cotgh z = icotgiz, cotg z = icotghiz.

Cyklometrické funkcie
Budeme sa zaoberat inverznymi funkciami ku goniometrickym funkciam:

Arcsinz ={w e C: sinw=z} pre zeC,

Arccosz ={w e C: cosw=z} pre z¢€C,

Arctgz={w e C: tgw=z} pre z€C¥
Arccotgz ={w e C: cotgw =z} pre ze C”.

Cyklometrické funkcie st nekoneéne mnohozna¢né funkcie.
Arcsinz = —iLn (iz + V1 — 22), Arccosz = —iLn (iz + V22 — 1),

,  Arccotg z = 3LmZ%—Z,, zeC,
2 z—1

11—z
1+ 2z
pricom Arctgoo = (2k + 1) /2, Arccotgoo = km, k € Z.

Arctg z = —%Ln

Hyperbolometrické funkcie
Budeme sa zaoberat inverznymi funkciami ku hyperbolickym funkciam:

Arcsinhz ={w e C: sinhw=z} pre z€C,

Arccoshz ={w e C: coshw=z} pre ze€C,

Arctghz ={w e C: tghw=z} pre ze€C",
Arccotghz ={w e C: cotghw =2z} pre zeC”.

Hyperbolometrické funkcie st nekoneé¢ne mnohoznacné funkcie.

Arcsinhz =In (2 + V14 22), Arccoshz =Ln(z+ V22— 1),

1 1 1 1
Arctgh z = —Ln i Z, Arccotgh z = —Ln it ,
2 1-—=z 2 z—-1

z e C,

pricom Arctgh oo = (2k + 1)7i/2, Arccotghoo = ki, k € Z.
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