11.4 Pouzitie Laplaceovej transformacie

Majme za tlohu najst rieSenie linearnej diferencialnej rovnice s konstantnymi koeficientami
M) + ar V) + -+ an1 2 (1) + anx(t) = f(t)
pri zaciato¢nych podmienkach
2(0) = 2o, 2/(0) = 2, ..., 2D (0) = 2"V

na intervale (0, c0).
Nech z(t) + X (p), f(t) + F(p). Pomocou vety o derivovani predmetu dostaneme

"X (p) — p"'wg — - — a0+t ana [pX () — mo) + an X (p) = F(p).

Odtial mo6zeme vyjadrit obraz rieSenia X (p), plati

kde L(p) = p" +ap" ' +---+a,_1p+a, je charakteristicky polyném (danej diferencialne;
rovnice) a ® je polyném stupiia najviac n — 1. Pre nulové za¢iatoéné podmienky je & = 0.
RieSenie z(t) danej diferenciélnej rovnice moézeme najst pomocou spétnej (LT).

Pretoze x a f povazujeme za predmety, je zrejmé, ze x(t) = 0 pre t < 0. Ak zaciatotné
podmienky nie st zadané v bode ty = 0 a ak chceme dantu tlohu riesit pomocou (LT), moZeme
zamenit premennu t za 7 =t — t,.

Priklad 11.3 Ndjdime riesenie diferencidlnej rovnice x” + x = 3sin 2t vyhovujice zacia-
tocngm podmienkam x(0) = 2'(0) = 0 pre t > 0.

Riesenie. Nech x(t) + X (p), potom 2/(t) + pX(p), 2"(t) + p*X (p), sin 2t + Z)QLM. Potom
dostaneme

2 6
*X(p)+ X(p) =3 = X(p) = =
p"X(p) () 2 +4 (p) (P + 1)(p? +4)
2 2. .
:p2—|—1 —p2+47231nt—sm2t:x(t).

Pri rieseni diferencidlnych rovnic sme pozadovali, aby zaciatoéné podmienky boli zadané
v bode tg = 0. Majme za tlohu riesit diferencidlnu rovnicu

2" (t) + a12'(t) + agz(t) = f(t)
pre zaciatoéné podmienky z(tg) = xg

T=1t—tg, u(t) = x(to + 7) = x(¢)
rovnice

, ' (tg) = xp, to # 0. Mozeme postupovat takto. Polozime
g(1) = f(to + 7) = f(t) a najdeme rieSenie diferencialne;j

u" (1) + ay (1) + agu(t) = g(7)

pre zaciatoéné podmienky u(0) = xg, u'(0) = ;.
Teraz ukazeme, ako mozeme riesit niektoré diferencialne rovnice pomocou Duhamelovho
integralu. Nech
2™ () + ar @™ () + -+ an 2 (1) + ana(t) = f(t)



pri zaciatocénych podmienkach

kde L(p) = p" + a;p" ' + -+ + a,_1p + a,. Predpokladajme, Ze pozname rieSenie y rovnice
Yy () + ary"VE) + -+ an1y (8) + any(t) =1

pri zaciato¢nych podmienkach

Ak v (LT) y(t) + Y(p), dostaneme '
Y(p) = m7

kde L(p) = p" + a1p" ' + -+ + an_1p + a,. Z vyjadrenia X (p) a Y (p) dostaneme

X(p) = pF ()Y (p)-
Pomocou Duhamelovho integralu sa da hladané rieSenie x(t) zapisat v tvare

t

o) = [ y(r)s(e = ryar

0

alebo
t
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Ak uvéazime, ze konvolicia predmetov je komutativna, plati
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o) =y (0+) + [ y(r) (e = i
0
Laplaceovu transforméaciu moézeme pouzit pri rieSeni integrélnych alebo integrodiferencial-
nych rovnic. Zaroven mozeme tspesne pouzit Laplaceovu transforméciu pri rieSeni tloh z elek-
trotechniky:.



Zhrnutie

Pre lepsi prehlad uvedieme zakladné vety (iba tvrdenia) tabulky korespondencii predmet-

obraz.
n n

Z cefr(t) + Z e Fr(p) veta o linearnosti
k=1 k=1
1 . p .

f(At) + XF(X)’ A>0 veta o podobnosti
e f(t) + F(p—a) veta o tlmeni
Ak f(t,\) + F(p,\), tak veta o derivovani podla
o\ , OF ) parametra

oN T OA
ft=7nt—7)+ePF(p), >0 veta o oneskoreni

ft+7)n(t)+~e™®[F(p) — /f(t)e_ptdt] veta o predstihu

() =pF(p) — f(0+) veta o derivovani predmetu
/ F
/ f(r)dr + £lp) veta o integrovani predmetu
s p
—tf(t) + F'(p) veta o derivovani obrazu
t o
y + / F(z)dz veta o integrovani obrazu
p
(f*9)(t)+ F(p)G(p) veta o nasobeni obrazov

pF(p)G(p) + f(0+)g(t) ;— (f'+g)(t) = Duhamelov integral

= g(0+)f (1) + (¢' = F)(t
a+1i 00
ft)g(t) + ﬁ F(2)G(p — z)dz veta o nasobeni predmetov



Teraz uvedieme niektoré zékladné korespondencie predmetov a obrazov v (LT):

] Por. ¢. \ Predmet \ Obraz \ Oblast anal. funkcie F ‘
I
L. n(t) — Rep >0
P |
" n!
2. t s Rep >0
1
3. e aeC Rep > Rea
p—= @'
n!
4. ted a e C ——— | Rep > Rea
(pc_da)n-i-l
5. sinwt, w € R W Rep >0
6. coswt, w € R m Rep >0
7. sinhwt, w € R 5 P 5 Rep > |w|
p?—w
8. coshwt, w € R PR Rep > |w|
. 2pw
9. tsmwt,wER m Rep>0
2 2
pT—w
10. tcoswt, w € R W Rep >0
r 1
11. t* ae R, a>—1 M Rep >0
pa+1




Teraz uvedieme niektoré zakladné korespondencie racionalnych obrazov a predmetov v (LT):

] Por.c. \ Obraz \ Predmet ‘
1. 1 o(t)
1 1 =
2. —6 a
14+ ap a
3 1 t at
) e
(p—a)?
L 1 eat I 6bt
(p}a)(p—b) a—b
5. 1 + at)e™
(p—a)? ( )
6 P aeat _ bebt
' (pIa)(p—b) a—b
7. ot o sin at
4
8. i cos at
1 —at 2
— e sinVKt, K=b—% >0
1 vE '
9. ter K =0
p>+ap+b .
e sinvV—Kt, K <0
| —
10. —t%e
(p—a)? 2" °
1 1 e — 1+ (a— b)t]e”
' (p—a)(p—1b)? . (a—b)?
P 2\ at
12. t+ —at
(p— a)3 ( + 2@ )e
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