4.4 Extrémy funkcie viac premennych
4.4.1 Lokalne extrémy

Definicia 4.14 Nech funkcia f: R" D A — R . Hovorime, Ze funkcia f md v bode a € A
lokadlne minimum, (lokidlne maximum) ak ezistuje také okolie O(a) bodu a, Ze pre kazdé
x € Oa) N A plati

f(x) = fla)  (f(x) < f(a)). (1)
Ak pre kazdé x € O(a) N A plati f(x) > f(a) (f(x) < f(a)), hovorime, %e funkcia f md v bode
a ostré lokalne minimum (ostré lokilne maximum).
Ak nerovnost plati pre vsetky © € A, tak hovorime, Ze funkcia f md v bode a absolitne
minimum (maximum).

0
Veta 4.21 Nech funkcia f € C*(O(a)) a md v bode a lokdlny extrém. Potom 9/(a) =0,
Ty
1=1,...,n.
0
Definicia 4.15 Bod a nazijvame staciondrnym bodom funkcie f, ak g(a) =0.
£
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Poznamka 4.12 Funkcia f moéZe mat lokdlne extrémy iba v takiych bodoch, v ktorych prvé
parcidlne derivdcie funkcie f si rovné nule alebo v bodoch, v ktoryjch nemd derivdciu z R.

Existenciu a charakter lokdlnych extrémov v staciondrnom bode a uréime z vlastnosti diferen-
cialu druhého radu

0 o o 1
de(a, x) = |:8_5L’1h1 + a_thQ + 4 %hn f(&) =

n n 2
:Zza f<a)hihj3 hi=wz;—a;, t=1,...,n.
=1 =1 89518%
0°f(a)

Nech Q5 = m,
]

potom druhy diferencial je kvadratickou formou premennych h;:

d2f(a, [E) = Q(hl, ey hn) = zn: zn: aijhihj.

i=1 j=1



Tejto kvadratickej forme odpoveda symetrickd matica

ayy, ai2, ..., Qipn

Qy2, A22, ..., Q2
(ai;) =

A1n, QA2p, ..., 0Anp

Definicia 4.16 Hovorime, Ze kvadratickd forma Q(hy, ..., hy,) je kladne (zaporne) de-
finitna, ak Q(hy,...,hy) >0 (Q(hy,...,h,) <0) pre vsetky (hq,...,h,) # (0,...,0). Kvad-
ratickd forma sa nazyva indefinitna, ok nadobida kladné aj zaporné hodnoty.

Veta 4.22 (Sylvestrovo kritérium) Kvadratickd forma Q(ha, ..., hy) je kladne definitnd prd-
ve vtedy, ak vsetky hlavné determinanty matice kvadratickej formy

ai, @iz, ..., Qaig

a12 a92 . a2
Ak — 7 Y 7 ,

a1k, Aagk, ..., Qg

k=1,....n si kladné. Kvadratickd forma je zdporne definitnd prdve vtedy, ak (—1)k/y > 0,
k=1,...,n.

Veta 4.23 (Postacujica podmienka pre existenciu lokdlneho extrému) Nech funkcia f :
R" D A— R md v bode a € A spojité parcidlne derivdcie druhého rdadu a nech a je staciondr-
nym bodom funkcie f. Potom :

1. Ak kvadratickd forma Q je kladne definitnd, tak funkcia f md v bode a lokdlne minimum.
2. Ak kvadratickd forma Q) je zdporne definitnd, tak funkcia f md v bode a lokdlne mazimum.

3. Ak kvadratickd forma @Q je v bode a indefinitnd, tak funkcia f nemd v bode a lokdlny
extrém.

Priklad 4.12 Najdime lokdlne extrémy funkcie
f(z,y) = 2° + 3zy* — 152 — 12y.
Riesenie. Vypotitame parcidlne derivacie f; a f, a polozime ich rovné nule. Dostaneme
fro=32"+3y*—15=0, [, =06xy—12=0.

Riesenim danej stustavy dostaneme stacionarne body P, = (1;2) , P» = (2;1), Py = (—1; —2),
P, = (—=2;—1). V tychto bodoch méze mat funkcia f lokdlne extrémy. Vypocitame parcialne
derivacie druhého radu. Plati

fow =062, fi,= [ =0y, [y, =6z

Pri rozhodovani o existencii a type lokdlneho extrému pouzijeme tvrdenie poslednej vety
o postacujucich podmienkach existencie lokdlneho extrému. Vypocitame A (F;) = f.(F),
DNo(Py) = fr (P f (P;) — fu (P;) pre i = 1,2,3,4. Dostaneme

o Ny(P)=36—144 <0, t.j. v bode P; neexistuje extrém;

o No(Py) = 144 — 36 > 0, t.j. v bode P, existuje extrém a pretoze Aq(P) = 12 > 0,
v bode P, funkcia f ma lokdlne minimum f.;, = f(P) = —28;

o Ny(P3) =36—144 <0, t.j. v bode Pj neexistuje extrém;

o Ny(Py) =144 — 36 > 0, t.j. v bode P, existuje extrém a pretoze A;(FP;) = —12 < 0,
v bode Pj funkcia f méa lokalne maximum fy.c = f(P;) = 28.



4.4.2 Implicitné funkcie

Budeme sa zaoberat mnozinami bodov z (z,y) € R?, ktoré vyhovuji rovnici F(z,y) = 0, kde
F' je dana funkcia dvoch premennych. Bude nas zaujimat aké vlastnosti funkcie F' zarucuju,
ze rovnica F'(z,y) = 0 definuje jednoznac¢ne funkciu jednej realnej premennej f : y = f(x) pre
x z nejakej podmnoziny mnoziny R.

Definicia 4.17 Necha = (a1,a;), O(a) CAC R* a F : A — R a nech plati F(ay,ay) = 0.
Hovorime, Ze v O(a) je rovnicou F(x,y) = 0 implicitne dand funkcia f : y = f(x), ak su
splnené tieto podmienky:

1. f je definovand v O(ay),

2. pre kazdé x € O(ay) je F(z, f(x)) =0,
3. flar) = as,

4. f:0(a1) — O(az).

Veta 4.24 Nech A C R? je otvorend mnozina a F : A — R, F € C*(A), k > 1, bod
OF
= (a1,a9) € A, F(aj,a2) =0 a OF (a1, az) # 0. Potom ezistuji okolia O(ay),O(az) také, Ze

0
( 1) X O(a2) C A a prdve jedna funkcyza f:0(ar) — O(ag) takd, Ze plati
1. F(z, f(z)) =0 pre kazdé z € O(ay),
2. f(al) = A2,
3. f€CHO(wm)),
OF (z,f(x))

4. ['(x) = %; z € O(ar).

Ay

Veta 4.25 Nech A C R? je otvorend mnoZina, F € C*(A, R), (k > 1) a nech pre nejaky
OF
bod (ay,as,a3) € A plati F(ay,as,a3) = 0, w
3
O((a1,a2)), O(as) a prave jedna funkcia f : O((a1,as2)) — O(as) takd, Ze
1. F(xy, 9, f(x1,22)) = 0 pre kazdé (z1,22) € O((a1,az)),
2. f(CLl, CLQ) = as,
3. f c Ck(O(((ll,ag))),

OF (z1,x2,f(x1,22))

# 0. Potom existuji také okolia

Of (21, 22) o, :
4. axz = — OF (21,09, f (@1.22)) (LUhI'Q) c O((CLl,(lQ)), 1= 172
Ox3

Poznamka 4.13 Nech funkcie f, F spliiaji predpoklady vety . Potom rovnica dotykovej
roviny ku ploche z = f(x,y) v bode T = (a1, as) = (x¢,yo) je

OF(a)

e (v w0) + 5z~ ) =0,

ox

OF(a)
dy

(ZL'—[L’()) +

kde a = (xo, Y0, f(%0,%0))-

4.4.3 Viazané extrémy

Definicia 4.18 Nech f : R> D A — R, g: A D B — R. Predpokladajme, Ze mnozina
M = {(z,y) € Al g(x,y) = 0} a nech funkcia fiar md v bode a lokdlny extrém. Potom
hovorime, Ze funkcia f md v bode a viazany lokdlny extrém. Podmienku g(x,y) = 0 nazgvame
vazbou.



Uvedieme postup pre vypocet viazanych extrémov, ak funkcie f,g si dva razy diferenco-
vatelné.
Lokalne extrémy tzv. Lagrangeovej funkcie

Flz,y) = f(z,y) + Ag(z,y), AER

st viazanymi extrémami funkcie f na mnozine M. Vzhladom na vlastnosti funkcii f, g, funkcia
I je dva razy diferencovatelna, a teda v bodoch, v ktorych moze mat funkcia F' lokdlny extrém,
st splnené podmienky:

Fy(z,y) = fo(z,y) + Mg, (2,y) =0,

Fy(z,y) = fy(x,y) + Ag, (z,y) =0,

g9(z,y) = 0.

Nech xg, yo, Ao je nejakeé rieSenie tejto sustavy. Potom (xg, o) je stacionarnym bodom funkcie
f vzhladom na véazbu g(x,y) = 0 pre parameter A = A.

Priklad 4.13 Ndjdime extrémy funkcie f(x,y) = x + vy na kruznici 2> +y* — 1 = 0.

Riesenie. Vizbou je kruznica z? + y*> — 1 = 0. Zostavime funkciu F(z,y) = z +y + A(2? +
y* — 1) a hladame jej extrémy. Pre vypocet staciondrnych bodov dostavame ststavu rovnic

Fl(x,y) =14 2\x =0,
Fi(z,y) =1+2\y =0,
2 +y*—1=0.

Vypocitame x z prvej rovnice y z druhej a dosadime do tretej rovnice. Dostaneme

odkial dostaneme \; =1/ V2ad =—1 / V2. Potom pre A1 dostaneme funkciu

1
Fir,y)=z+y+—=(@+y*—1).
1(2,y) Y \/5( y'—1)
Jej stacionarny bod je bod P, = (—1/v/2,—1/v/2). Podobnym sposobom ako v poslednom
priklade sa presvedcéime, ze funkcia F; ma v bode P; ostré lokidlne minimum. Pre Ay dostaneme
funkciu

Fy(z,y) =z +y— \%(:f +y?—1).
Jej stacionarny bod je bod P, = (1/v/2,1/v/2). Podobnym spésobom ako v pripade F; sa
presvedéime, Ze funkcia F5 ma v bode P, ostré lokdlne maximum.
Teda funkcia f(x,y) = = +y ma na kruznici 2 + y? — 1 = 0 lokdlne minimum v bode P; a
lokdlne maximum v bode P,.
Podobne postupujeme pri hladani viazanych extrémov funkcie viacerych premennych v =
f(zq, ..., x,) s vizbami g;(z1,...,2,) =0,7=1,...,k; k < n. Lagrangeova funkcia je v tomto
pripade definovana vztahom

k
F(zy,...,x,) = f(z1,...,2,) + Z)\igi(arl, Cey ).
i=1

Absolatnym maximom (minimom) funkcie f : R" D A — R na mnozine A nazyvame
najvacsiu (najmensiu) hodnotu funkcie f na mnozine A, ak existuje.



4.4.4 Derivacia funkcie v danom smere. Gradient

Definicia 4.19 Nech f: R" D A — R. Nech A je otvorend mnoZina, a € A a nech u je
jednotkovy vektor z R" (t. j. || uw ||=1). Ak existuje

i flattw) — f(a)

t—0+ t ’

&(a)

tak ju nazyvame derivaciou funkcie f v bode a v smere vektora wu a oznacujeme g
u

ad

Nech f = f(x1, %2, x3) je diferencovatelna v bode a = (ay, as,a3) € D(f) a nech
u = (cos a, cos 3, cosy). Potom
df(a) _ 9f(a) of( 0f(a)

L9 p
= cos o + ———= cos ———~ COos .
du o0x, 0xo Oxs 7

Definicia 4.20 Vektor 9f(a) f(a) df(a)
a) . a) . a
1y i 0z I+ dx3 g

nazgvame gradientom funkcie f v bode a a oznacujeme ho grad f(a).

Vzhladom na definiciu plati

df (a)
du

= (grad f(a),u).

4.4.5 Vektorova funkcia. Divergencia. Rotéacia

Nech M C R"™ a nech V je vektorovy priestor. Funkciu f, ktoré kazdému bodu x € M priradi
prave jeden prvok v € V', nazyvame vektorovou funkciou n premennych.

Ak n = 3 a v priestore V = R? je dany pravouhly stradnicovy systém s jednotkovymi
vektormi 2, 7, k, mozeme kazdu vektorovi funkciu zapisat v tvare

f(x1,z0,23) = fi(xr, 22, 23) + fo(wy, X2, 23)F + f3(x1, 22, 23)kK.

Funkcie f;, ¢ = 1,2, 3 nazyvame zlozkami vektorovej funkcie f a ich defini¢ny obor je totozny
s definicnym oborom funkcie f. Pre dant vektorovi funkciu platia nasledujtce tvrdenia:



1. f ma v bode a = (a1, as,a3) limitu prave vtedy, ak v bode a maja limitu funkcie f;,
1=1,2,3. Plati

lim () = [l fy(2)]i + [l fo(a)]j + [l f(x)]k,

r—a
2. f je spojita na mnozine M prave vtedy, ak st na M spojité funkcie f;, i = 1,2, 3,
3. f mé parcidlnu derivaciu podla k-tej premennej na mnozine M prave vtedy, ak na
mnozine M maju parcidlne derivacie podla k-tej premennej jej zlozky. Potom plati

Of(x) Ofi(x).  Ofalz) .  Ofs(x)
é)xk N 8xk Lt 81’k J+ ka k.

Skaldrnu funkciu definovanu vztahom
8331 6$2 8333
nazyvame divergenciou vektorovej funkcie f a oznacujeme div f, teda

0fi(z) | Ofa(x)  Ofs(x)
81’1 + 8562 + 8:63 ’

div f =

Vektorova funkeiu

(2250 (2222, (24024

nazyvame rotaciou vektorovej funkcie f a oznacujeme ju rot f.
Vo vektorovej analyze sa ¢asto pouziva vektorovy operator nabla V (ktorému hovorime
aj Hamiltonov operéator), pricom

0 0 0
= ] ) k.
v 83317/ + (9.1'2.7 + (91'3

Pre tento operator definujeme nasledujice operacie:
1. Symbolom V f(z) definujeme rovnost

_Of(x),  Of(x). Of(x)
2. Skalarny sucin operatora V a vektorovej funkcie f(x) = fi(x)i + fa(z)j+ +f3(x)k je

_Ofi(z) | Ofa(x)  Ofs(x)
v ‘f(x) N 6371 + 61‘2 + 8273 N lef.

3. Vektorovy suéin operéatora V a vektorovej funkcie f(z) = f
3

= grad f(z).

1(2)i + fa(z)g+ +f3(x)k je
ik
Vst mr=|
fl(l') f2(iU) I

Casto sa pouziva tiez tzv. Laplaceov operator

0? o? o?
+ +

dx? Oz 0x3

3

()

A=V-V =

pricom

P f(x)  Of) | O
Afle) = aj;:(;)+ aj;(gxu a{g)'
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