10.4 Komplexna funkcia realnej premennej a krivky v Gaussovej
rovine

V stvislosti s uréovanim rovinnych kriviek v Gaussovej rovine sa budeme zaoberat Special-
nym pripadom komplexnej funkcie komplexnej premennej f : R* D Dy — C, ktort nazy-
vame komplexnou funkciou realnej premennej. Teda w = f(t) = wu(t) + iv(t) (tiez
z = z(t) +1iy(t)), t € Ds. Pretoze ide o Specidlny pripad komplexnej funkcie komplexne;
premennej, zostavaji v platnosti vety o limitach a spojitosti tak, ako boli uvedené v pred-
chadzajicej ¢asti. Komplexné ¢islo w = f(t) mozno chapat ako vektor v rovine. Ak funkcia
f : {a,b) — C je spojitd na mnozine (a,b), tak koncovy bod f(t) tohto vektora opisuje
v Gaussovej rovine krivku, ktortt nazyvame hodografom vektora w = f(t).

Funkcia f : R* D Dy — C méa v bode ty € Dy derivaciu f'(ty) prave vtedy, ked existuje

konec¢né limita A
lim f(t) — f(to) ~ i f(to + At) — f(to)
t—to t — tO At—0 At

= ['(to).

Je zrejmé, ze

f(to+ At) — f(to)

lim _ lim z(to + At) — x(to) N

At—0 At At—0 At
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+i lim ylo Ai ylto) _ ' (to) + iy (to) = f'(to).

Podobne definujeme tiez f’ (o), f’ (to).

Body krivky z = f(t), v ktorych f’(t) = 0 nazyvame singularnymi bodmi krivky (dvojné
body, body vratu a pod.). Pre vypocet derivacie komplexnej funkcie realnej premennej platia
rovnaké pravidla ako pre funkciu redlnej premennej (derivacia suctu, rozdielu, su¢inu, podielu),
neplatia vSak vety o strednej hodnote.

Urdity integral, resp. neurcity integrél funkcie f definujeme vztahmi

/abf(t)dt:/abx(t)dt+i/aby(t)dt, /f(t)dt:/;p(t)dt+i/y(t)dt‘

Pojem krivky je ndm znamy z MA(1), kde sme sa stretli s pojmami: parametrické rovnice
krivky, jednoducha krivka, jednoducha uzavreta krivka, hladkd a po castiach hladka krivka.
Ak mnozina v je grafom krivky f : (a,b) — C*, nazyvame tato mnozinu krivkou a funkciu f
jej parametrizaciou.

Casto budeme potrebovat rozne vyjadrenia kriviek. Majme napriklad kruznicu so stredom
v bode (zg, o) a polomerom R. Uvedieme niektoré moznosti vyjadrenia jej rovnice:

o (v —x0)?+ (y — yo)? = R? — pozname uZ zo strednej skoly,

o v =u1x0+ Rcost, y =1yg+ Rsint — parametrické vyjadrenie,

o 2= (19 + Rcost) +i(yo + Rsint) = zy + Re't, kde z9 = xo + yo — ako graf komplexnej
funkcie redlnej premennej,

e |z—z|=R.

Pod pojmom orientovanej krivky rozumieme Iubovolné zobrazenie « : (a,b) — C, kde
bod ~(a) je zaCiatoény bod a bod 7(b) je koncovy bod krivky. Krivka 3(t) = ~v(—t),
t € (—b, —a) je opacne orientovanou krivkou ku krivke ~.



Nech v : (a,b) — C je jednoduchéa uzavreta krivka. Predstavme si, Ze sa pohybujeme
po krivke v od bodu odpovedajicemu parametru a spojite s rasttiicim parametrom ¢ do bodu
odpovedajiucemu parametru b. Ak pri tomto pohybe méame vnutro krivky po lavej ruke —
pohybujeme sa proti smeru pohybu hodinovych ruciciek, tak o krivke v hovorime, Ze je kladne
orientovand, v opac¢nom pripade hovorime, Ze je zaAporne orientovana.
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