4.2 Limita a spojitost funkcie
4.2.1 Realne funkcie v R"

V tejto kapitole sa budeme zaoberat funkciami (zobrazeniami) F' : A — B, kde A ¢ R™
a B C R" a mnoziny A, B budi mat nejaka strukttaru. Budeme pracovat so Struktirou
generovanou metrikami na A a B (F': (A, p1) — (B, p2)).

Priklad 4.4 Povrch S kvddra, ktorého strany si a, b, ¢ je urceny vzorcom S = 2(ab+bc+ac),
a>0,b>0,¢c>0.

Mozeme povedat, Ze S je funkciou troch premenngch: S = S(a,b,c). Ak A = {(a,b,c) €
R’ a>0,b>0,c>0}, takS:A— R.

Priklad 4.5 Uvazujme funkciu f : R D A — R?, f(t) = (2cost,2sint) = (x,y), kde A je
uzavrety interval (0,2m). Body (2cost,2sint),t € (0,27) vyplnia pri zndzornend v pravouhlej
suradnicove) sustave kruZnicu.

Priklad 4.6 Nech: R*> D A — R?, kde A = {(u,v) € R*u® +v* < 1} a f(u,v) =
(u,v,u? + v?) = (x,y,2). Tdto funkcia zobrazuje jednotkovy kruh A do R*. Obrazy spliiaji
podmienku z = 22 + y?, teda leZia na rotacnom paraboloide.

Kazdej funkcii f : A — R, A C R", mdzeme priradit graf, ktory spravidla definujeme
takto:

graf f = {(z1,...,711) € R"™| (21,...,20) € A, 2py1 = f(21, ..., 20) }-

4.2.2 Limita a spojitost funkcie

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat limitou a spojitostou funkcie f: R™ D A — B C R".

Definicia 4.8 Hovorime, Ze funkcia f : R™ D A — R", je spojita v bode a € A, ak pre
kazdé O.(f(a)) ezistuje Os(a) také, Ze f(Os(a) N A ) C O (f(a)).

Poznamka 4.4 Definiciu spojitosti funkcie f v bode a mozZeme vyslovit aj pomocou metriky:

Funkcia f je spojitd v bode a, ak a € D(f) a k lubovolnému e > 0 existuje § > 0 také, Ze pre
vSetky p € D(f), p(p,a) < & plati p(f(p), f(a)) < e (presnejsie by sme mali wviest p1(p,a) < §
plati po(f(p), f(a)) < e, kde py je metrika v priestore A C R™ a py je metrika v priestore R").
Pretoze v dalsom texte budeme vicSinou pouZivat iba euklidovski metriku, nebudeme ju kvoli
strucnosti zdpisu v odpovedajicich priestoroch Specifikovat. V pripadoch, kde by mohlo dojst
k nejasnostiam dani metriku wvedieme explicitne.

Poznamka 4.5 Ak a je izolovany bod D(f), tak f je spojitd v bode a.

Definicia 4.9 Nech M C A a funkcia f: R™ D A — R" je spojitd v kaZdom bode a € M.
Potom hovorime, Ze funkcia f : A — R" je spojita na mnozine M. Ak funkcia f: A — R"
je spojitd v kazdom bode a € A, tak hovorime, Ze f : A — R" je spojita funkcia.

Veta 4.5 Funkcia f je spojitd v bode a € D(f) prdve vtedy, ked pre kaZdi postupnost
(k)52 bodov z D(f) plati

pr = a = f(pr) = f(a).



Priklad 4.7 Nech funkcia f : R* — R je definovand takto:
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Riesenie. Vysetrujme spojitost v bode O = (0,0). Vzhladom na Vetu ?? staci ukazat, ze
existuje postupnost bodov (a,,)> ; taka, ze a,, — (0,0) a f(a,) — b # 0. Uvazujme postupnost

bodov (+ %);ﬁle, ktora konverguje k bodu O = (0,0). Pre zodpovedajacu postupnost funkénych

hodnot Tf)lati
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Vzhl'adom na Vetu ?7? je funkcia f nespojita v bode O = (0,0).

Veta 4.6 Ak funkcie f : R™" DA — R, g: R" D A — R su spojité v bode a € A, su
v bode a spojité aj funkcie f+ g, f- g, |f| a funkcia f (pokial g(a) #0).
g

Veta 4.7 Nech [ = (f1,...,fm) : A — R";A C R™. Potom funkcia f je spojitd v bode
a € A prdve vtedy, ked si v bode a spojité vSetky zlozky f;, i =1,...,m.

Definicia 4.10 Funkciv f : R" D A — R nazgvame rovnomerne spojitd na mnozine
M, ak pre kazdé e > 0 existuje § > 0 také, Ze pre kazdé x,y € M spliiagice nerovnost p(z,y) < 6

plati p(f(z), f(y)) <e.

Definicia 4.11 Nech f : R™ D A — R" a a € R™ je hromadnijm bodom mnozZiny A.
Potom hovorime, Ze funkcia f : A — R" md v bode a limitu b € R", ak pre kazdé O.(b)
ezistuje Os(a) také, Ze f(Os(a) N A) C O-(b). Piseme lim f(x) = b.

Poznamka 4.6 Posledni definiciu pomocou metriky mozZeme vyslovit aj takto: lim f(x) = b

prave vtedy, ked a je hromadny bod definiéného oboru D(f) a k lubovolnému e > 0 existuje
d > 0 také, Ze pre kazdé x € D(f), 0 < p(x,a) < 6 plati p(f(x),b) < €.

Podobne ako pri definicii spojitosti, mézeme pojem limity funkcie vyjadrit pomocou kon-
vergencie postupnosti.

Veta 4.8 Nech a je hromadny bod D(f). Potom lim f(p) = b prdve vtedy, ked pre kazZdi
p—a
postupnost (pk)ZO:l plati py € D(f), pr # a, pr. — a, potom f(py) — b.

Definicia 4.12 Ak md ziZenie g = fip v bode a limitu b, hovorime, Ze b je limita funkcie
f v bode a vzhl'adom na mnoZinu M a piSeme

lim f(z) =b.
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Poznamka 4.7 Ak existuje lim f(x) = b, tak pre kaZdi podmnoZinu M C D(f), ktorej

hromadnym bodom je bod a, plati

lim f(x)=0.

reM



Z poznamky ?? vyplyva: ak pre dve mnoziny M C D(f), L C D(f) sa

lim f(x), lim f(x)

xr — a xr — a
ze M reL
rozne, potom lim f(z) neexistuje.
r—a
Priklad 4.8 Ndjdime
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Riesenie. Nech M = {(x,y) € R*| y =ka, x & R}, k # 0 st priamky prechadzajtice
bodom O = (0,0); a nech h je zuzenie funkcie f na mnozinu M. Potom

ka? k

h’(x7y): x2(1+k2) = 1+k2

Vzhladom na poznamku ?? dostdvame rozne lim h(z,y) pre hodnoty k& = 0, k = 1, teda
z—0
y—0

funkcia f(x,y) nema v bode O = (0,0) limitu.
Nasledujuce vety su analogické ako pri funkcii jednej premenne;j.

Veta 4.9 Nech f : R" D A — R" a a € A je hromadny bod mnoZiny A. Funkcia
f:A— R" je spojitd v bode a prdve vtedy, ked lim f(x) = f(a).

Veta 4.10 Funkcia f: R™ D A — R" md v bode a € R™ najviac jednu limitu.

Veta 4.11 Nech f : R™ D A — R", f = (f1,...,fn) aa € R™. Potom lim f(z) = b =
(by,...,b,) € R" prdve vtedy, ked lim fy(z) =by € Rprek=1,...,n.

Veta 4.12 Nechg: R" > A —BCR"af:R"D>B— CCR" Nehlimg(z)=0a

lin}) f(u) = c. Nech je splnend jedna z podmienok:
1. Funkcia f: B — C je spojitd v bode b.
2. Pre kazdé x € O(a) je g(x) # b. Potom lim f(g(z)) = lim f(u) = c.

u—b

Poznamka 4.8 Ak funkcia f : B — C je spojitd v bode b a bod b je hromadnym bodom
mnoziny B, tak lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(b) = c.

Veta 4.13 Nech f : R" DA — Rag: R" DA — R a nech ezistuji limity lim f(x) =
be R, lim g(z) = c € R. Potom plati

lim[f(z) + g(z)] =b+c,

r—a

lim kf(x) = kb,

r—a



b
Tvrdenia uvedené v poslednej vete platia aj pre nevlastné limity, ak vyrazy b + ¢, kb, —
maju zmysel v R".

Veta 4.14 Nech f : R" D A — R je spojitd funkcia a A je kompaktnd mnoZina (t.j.
uzavretd a ohrabicend). Potom plati:
a) Funkcia f je na A ohranicend.
b) Funkcia f nadobida na mnoZine A mazximdlnu aj minimdlnu hodnotu.
¢) Funkcia f je na mnoZine A rovnomerne spojitd.
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