4.1 FEuklidovsky priestor
4.1.1 Vektorové priestory

V lineérnej algebre sme sa zoznamili s pojmom usporiadanej n-tice realnych ¢isel, ktori budeme
oznacovat € = (z1,...,x,), kde ; € R pre i = 1,2,...,n. MnoZinu v8etkych n-tic redlnych
¢isel budeme oznacovat R", teda

R"={(v1,...,%,)|v; € Ryi=1,2,...,n}.

Nech € = (1,...,20), ¥y = (Y1,---,Un); @ € R, (x+y) = (x1 + Y1,---,Tn + Yn) a
ar = (azy,...,ax,) tak, ze x +y € R", ax € R". Pre takto definované operécie + a -
v Linearnej algebre sme ukazali, Ze usporiadana trojica (R", +, ) je linedrny vektorovy priestor
nad R. Prvky z R" nazyvame vektory a prvky z R skalary.

Na mnozine R" je definovany skalarny stucin vektorov nasledujicim spésobom. Ak x =
(1, xn), y= (Y1,--.,Yn) € R", tak skalarnym sia¢inom vektorov x a y nazyvame ¢islo

Ty = szyz (1)
i=1

Pouziva sa aj oznalenie (x,y) alebo (x,y).

Mnozinu v8etkych reélnych spojitych funkcii na (a, b) budeme oznacovat C(a,b) = C({a,b), R).
Ak f € C(a,b), g € Cla,b), a € Ra (f+9)(x) = f(z) +g(x), (af)(x) = af(z) pre s € {a,b)
tak (C({a,b), R),+,-) je linearny vektorovy priestor nad R. Skalarnym stuc¢inom (f,g) nazy-
vame ¢islo

b
(r.9)= [ f@lga)d. )
Nech u,v,w € R", resp. C(a,b) a k € R, tak skalarny sucin definovany vztahmi (1), (2)

mé nasledujiice vlastnosti:

u-v = v-u,
(u+v)-w = w-w+v- w,
k(u-v) = (ku-v),
u-u > 0, vw-u=0&u=0.

4.1.2 Metrické priestory

Kazdej dvojici z,y mnoziny redlnych ¢&isel R moézeme priradit realne ¢islo
d(xz,y) = |z — y|, ktoré nazyvame vzdialenost bodu z od bodu y. Pomocou vzdialenosti
mnozina R je vybavena (topologickou) struktirou (je definované okolie, otvorend mnozina
— pozri Matematicka analyza I), ktora dovoluje definovat limitu a spojitost funkcie. Takouto
struktirou vsak mozno vybavit lubovol nii neprazdnu mnozinu, ak pre kazda dvojicu jej prvkov
(bodov) je definovana ich vzdialenost.

Pojmom metriky na danej mnozine chceme vystihnat ¢o najvseobecnejsie vzdialenost ob-
jektov, ktoré patria do danej mnoziny.

Definicia 4.1 Nech X je neprdzdna mnozZina a zobrazenie p : X x X — R md tieto
vlastnosti:

Pre kazdé x,y,z € X plati
1. p(x,y) >0 a p(x,y) = 0 prave vtedy, ked x =y,



2. p(x,y) = ply, ),
3. plx,z) < plx,y) + ply, 2), tzu. trojuholnikovd nerovnost.

Potom hovorime, Ze mnozina X je metricky priestor s metrikou p. Cislo p(x,y) nazyvame
vzdialenostou bodov x a v.
Mnozinu X s metrikou p nazgvame metrickym priestorom a oznacujeme ho (X, p).

Pre TubovoIné body uy,us,...,ux € X,k € N plati zovSeobecnena trojuholnikova nerov-
nost
pluy, u) < p(ur, ug) + p(ug, ,uz) + -+ + p(ug—1, ur).

Zakladnym geometrickym pojmom, na ktorom spociva tzv. vSeobecna topologia (nduka
o polohe a usporiadani geometrickyjch ttvarov v priestore), je pojem blizkosti. Vo vacsine
pripadov bude stacit pojem blizkosti odvodeny z metriky.

Kde nemoze dojst k nedorozumeniu, budeme ¢asto oznacovat metricky priestor (X, p)
samotnym pismenom X.

Moze sa stat, ze na neprazdnej mnozine X je definovanych viac metrik. Napriklad ak
X =R

pi(x,y) = |21 = yi| + |w2 — y2

aj

pa(z,y) = /(21 — y1)2 + (22 — y2)?

st metriky na mnozine X . Teda (X, p;1) a (X, p2) st metrické priestory a st to rozne metrické
priestory, hoci maju tu istu zdkladni mnozinu.

Ked A C X, hovorime, ze (A, p) je podpriestorom priestoru (X, p) alebo, ze topologicka
struktira na mnozine A je zdedenou od (X, p).

f)alej uvedieme niektoré priklady metrickych priestorov:

Priklad 4.1 V mnoZzine vsetkijch redlnych cisel R definujeme metriku p; vztahom
,01($,y): |ZL‘—y|, l’,yER. (3>

Priklad 4.2 Aritmeticky n-rozmerny euklidovsky priestor je mnozZina R" s metrikou po
definovanou vztahom

p2(x7y) =

kde x = (z1,...,2,) € R", y= (y1,...,yn) € R".
Metrika p zadand vztahom sa nazyva euklidovskd metrika.

Priklad 4.3 Oznacme u(A) mnozinu vsetkiyjch ohranicenych redlnych funkcii na mnoZine
A # 0. Metrika dand vztahom

p3(f,g) = sup | f(t) — g(t)|

tc A

je tzv. suprémovd metrika.

Ak A je neprazdna mnozina metrického priestoru (X, p) a x,y st body v priestore (X, p),
tak hovorime, Ze realne ¢islo

d(A) = diam(A) = sup{p(x,y) : x,y € A}

je priemerom mnoziny A.



4.1.3 Zakladné metrické pojmy

Definicia 4.2 Nech (X, p) je metricky priestor. Nech a € X, € > 0. Potom mnoZinu
Oc(a) ={x € X|p(z,a) <&}

nazyvame okolim bodu a (otvorenou gulou) s polomerom e alebo e-okolim bodu a (pri metrike
p.) Mnozinu O.(a) = O-(a) \ {a} nazjvame prstencovym okolim bodu a.

Mnozinu S:(a) = {x € X|p(z,a) =€}, kde 0 < ¢ < 0o budeme nazyvat sférou polomeru € so
stredom v bode a.

Niekedy budeme pisat iba O(a) ak velkost polomeru ¢ nebude podstatné.
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Poznamka 4.1 Pri euklidovskej metrike je v R?

pz,a) = /(21— a1)? + (12 — az)? <€ ()

a e-okolim bodu a je otvoreny kruh (t.j kruh bez ohranicujicej kruznice) o polomere £ so stredom
v bode a = (ay, az).
Ak pouzZijeme nasledujicu metriku

Pmax (T, a) = max{|z1 — a1, |r2 — as|} < ¢,

tzv. kubickd metriku, potom e-okolim bodu a = (ay,as) bude vnitro §tvorca so stredom v bode
a = (a1, az) a uhloprieckami rovnobezngmi so suradnicovgmi osami.

Definicia 4.3 Nech P je metricky priestor a mnoZina M C P, a € P.

1. Bod a sa nazgva vnatorny bod mnoZiny M, ak ezistuje okolie O(a) C M. MnoZinu
vSetkyjch vnitorngjch bodov nazjvame vntitrom mnoZiny M a oznacujeme ho MP°.

2. Bod a budeme nazyvat vonkajsi bod mnoziny M, vtedy ak ezistuje také okolie O(a), Ze

O(a) N M = (.

3. Bod a sa nazgva hraniény bod mnoziny M, ak kazZdé okolie O(a) obsahuje bod mnoZiny
M, aj bod, ktory do M nepatri. MnozZina vsetkiych hranicnygch bodov mnozZiny M sa
nazyva hranica mnoZiny M.

4. Bod a sa nazgva bod uzaveru mnozZiny M, ak kaZdé okolie O(a) md s M neprdzdny
prienik. MnoZina vsetkych bodov uzdveru mnoZiny M sa nazgva uzadver mnoziny M;
oznacuje sa M.



wonkaj & bod

wmiitorngbod

Je zrejmé, ze bod patri do M, ak je vntutornym bodom mnoZiny M alebo hrani¢nym bodom
mnoziny M.
Body z M mozeme rozdelit do dvoch skupin:

a) Kazdé okolie bodu a obsahuje aspon jeden bod z M rdézny od bodu a (potom nutne
kazdé okolie bodu @ méa s mnozinou M nekone¢ne mnoho spolo¢nych bodov). V tomto
pripade sa bod a nazyva hromadny bod mnoziny M. Hromadny bod nemusi byt bodom
mnoziny M.

b) Existuje okolie O(a) bodu a také, ze O(a) N M = {a}. Bod a sa nazyva izolovany bod
mnoziny M aa € M.

Poznamka 4.2 Vzhladom na definiciu hromadného bodu pouziti v Matematickej analyze I,
ak M C R, tak mozZe byt hromadnym bodom mmnozZiny M aj —oo, resp. +00.

Definicia 4.4 Mnozina M C P sa nazjva otvorena v priestore P, ak M = M°. MnoZina
M sa nazijva uzavreta v priestore P, ak M = M.

Teda otvorend mnozina je takd mnozina, ktorej vSetky body st vnutorné. Uzavreté je taka
mnozina, ku ktorej patria vSetky jej hromadné body (ak existuja).

Mnozinu vsetkych bodov & = (z1,...,x,) priestoru R", ktorych siradnice spliiaji nerov-
nosti a; < x; < b;, kde 1 = 1,2,...,n, budeme nazyvat uzavretym intervalom v priestore
R" a budeme ho oznacovat J = (a1, by) X (ag, ba) X -+ X (an, b,).

Majme otvoreni mnozinu A bodov priestoru R". Zvolme si k € IN od seba navzajom
roznych bodov My, My, ... M. Utvorme tsecky MMy, MyMs, ..., M;_1 M. Dostaneme tak
loment ¢iaru, ktord spaja body M; M. Ak kazdé dva body mnoziny A C R" moézeme spojit
lomenou ¢iarou, ktora celd lezi v mnozine A, budeme mnoZinu A nazyvat oblastou.

4.1.4 Konvergencia postupnosti v priestore

Pojem limity postupnosti v metrickom priestore definujeme podobne ako pri postupnostiach
realnych cisel.

Definicia 4.5 Nech (p,)2, je postupnost bodov v priestore (P, p). Hovorime, Ze postupnost
(pr)S2, md limitu p € P, ak k lubovolnému okoliu O(p) existuje ng € IN také, Ze pre vietky
n € N,n > ng je p, € O(p). Piseme p, — p alebo lim p, =p v (P, p).



Poznamka 4.3 Pomocou metriky p a uZ zndmeho pojmu limity postupnosti cisel moZeme
tuto definiciu vyjadrit takto:

pn—p v (Pp) s lim p(py,p) = 0.

Konvergencia postupnosti v metrickom priestore mé podobné vlastnosti ako konvergencia
¢iselnych postupnosti.

Veta 4.1 Konvergencia postupnosti v metrickom priestore P md tieto vlastnosti:

1. Postupnost (p,)>, md najviac jednu limitu.

2. Ak pn, — p, tak pre lubovolni vybrani postupnost (p,, )5, plati p,, — p.

3. Ak postupnost (p,)>2, konverguje, tak je ohranicend (t.j. je ohranicend mnoZina clenov
tejto postupnosti).

Naviac, ak P je normovany linedrny priestor, plati:
4. Ak u, — u, v, — v, tak u, +v, — u+v.

5. Ak up, — u, o, — «, ()22, je postupnost cisel), tak onu, — ou.

Ak P je linedrny priestor so skaldrnym sucinom, plati:
6. Ak u, — u, v, — v, tak u, -v, — u - 0.

Veta 4.2 MnoZina M je uzavretd v priestore P prdve vtedy, ked kaZdd konvergentnd po-
stupnost bodov z M md limitu z M.

O konvergencii v R™ hovori tato veta:

Veta 4.3 Nech p, = (T1n, Ton, -+ Tyn), 7 = 1,2,..., p = (21,...,2y). Potom p, — p
v R™ prdave vtedy, ked
lim z;, =x; pre i=12,...m

n—oo

(tzv. konvergencia po suradniciach v R™).

Definicia 4.6 Nech (P, p) je metricky priestor. Hovorime, Ze postupnost (pn)oe, bodov
z P je cauchyovska v (P, p), ak k lubovolnému ¢ > 0 existuje ng € N také, Ze pre vSetky
n,me& N,
n>mng,m>mng, plati  p(pp,pm) < €.



Pre cauchyovské postupnosti plati:
a) Kazda konvergentna postupnost je cauchyovska.
b) Kazda cauchyovska postupnost je ohranicena.
c¢) Ak niektora vybrana postupnost z danej cauchyovskej postupnosti konverguje, tak aj dana
postupnost konverguje a maja rovnaka limitu.

Definicia 4.7 Metricky priestor P sa nazyjva Gaplny, ak kazZdd cauchyovskd postupnost v P
konverguje v P.

Veta 4.4 Euklidovsky priestor R" (n > 1) je uplny.
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