11.2 Zakladné vlastnosti Laplaceovej transformacie
Pomocou vztahu (?77) mozeme néjst
1

Lle™] = , pre Rep> Rea.
p—a

gpeciélne pre a = 0 dostaneme obraz jednotkového predmetu 7(t).

Teraz uvedieme niektoré vlastnosti (LT), ktoré nam umoznia uréit obraz ku niektorym
predmetom bez priameho vypoc¢tu Laplaceovho integralu.

Veta 11.2 (veta o linedrnosti (LT)) Ak fx si predmety, Fy, im odpovedagjice obrazy a ¢y € C
st lubovolné konstanty k = 1,2, ..., n, tak

> ale(t) =Y eFr(p).
k=1 k=1
Vieme, ze
: t 1 twt 1 —twt
sinwt = —e'“" —
21 21 ’
teda pomocou vety o linearnosti (LT) dostavame
1 1 1 1 w

sinwt + — - — = )
2ip—iw 2ip+iw p*+w?

kde Rep > |Imw|. Podobne dostaneme

Coswt + ———,
p2+w2

kde Rep > |[Imw|.

Veta 11.3 (veta o podobnosti) Nech [ je predmet a F jeho obraz. Ak A € R je lubovolnd
kladnd konstanta, tak

(HM)+§F<§>.

Veta 11.4 (veta o tlmeni) Ak f je predmet, F' jeho obraz a s € C je lubovolné ¢islo, tak
e’ f(t) + F(p—s).

Pomocou vety o tlmeni a obrazov predmetov sint, cost dostaneme

e sin wt + Y e coswt + __p—a
" (p—a)+w? T (p—a)+w?
kde Rep > Rea + |Imw|. Podobne
at _: . w at . p—a
e”sinhwt + ———, e coshwt + ————,
(p—a)? —w? (p —a)? — w?

kde Rep > Rea + |Rew].



Veta 11.5 Nech ezistuji redlne kladné konstanty M, L,« také, Ze pre lubovolné (t,\) €
A = (0,00) x (0, L) plati: |f(t,\)| < Me™, g—{(t,)\)| < Me* a nech funkcie [ a % st spojité
na mnozine A. Ak f(t,\) = F(p,\), tak

af OF

_(t7 /\) - a(pa

B)) A

Pomocou uvedenej vety mdzeme najst obraz napriklad ku predmetu
f(t) = tcoswt. Vieme, 7e
sinwt + —.
p2 + w?
Derivovanim oboch stran podla parametra w dostaneme

P — W2

tcoswt = m

Podobne moézeme najst obrazy ku predmetom te“?, ¢t sinwt a pod.

Teraz sa budeme zaoberat posunutym predmetom predmetu f(¢) o konstantu 7 > 0.
V tomto pripade je nutné dany predmet vyjadrit pomocou jednotkového predmetu 7(t), teda
f()n(t). Posunutim jednotkového predmetu (vpravo-tzv. oneskorenie) o 7 dostaneme predmet

0, t<r,
”(t_T):{ 1, t>r.

Posunutim predmetu f(¢)n(t) vpravo (oneskorenie) dostaneme predmet

0, t<T,

o = fe=rme-n={ G, 157

Nech 0 < a < b. Potom

0, t<a,t>D,
1, teab).

n@—@—n@—wz{

Funkcia f(t)[n(t — a) — n(t — b)] nadobtuda nulové hodnoty pre t € R — {(a,b) a pre t € (a,b)
mé tie isté hodnoty ako funkcia f(¢).

Veta 11.6 (o posunuti, oneskoreni predmetu) Ak predmetu f(t) odpovedd obraz F(p) a
T >0, tak
ft—=7)+ePF(p).

Ak nemdze dojst k nedorozumeniu, tak namiesto f(t — 7)n(t — 7) piSeme iba f(t — 7).

Veta 11.7 (veta o obraze periodickej funkcie) Ak funkcia f je predmet s periodou T > 0,
tak jej Laplaceov obraz je urceny vztahom

T
[ ft)e Pdt
_0
Ak posunieme graf funkcie f(t) dolava o kladnt konstantu 7 (hovorime o predstihu), tak po-

sunuty predmet bude f(t-+7)n(t) a nie predmet f(t+7)n(t+7) (nebola by splnena podmienka,
ze predmet nadobuida nulové hodnoty pre ¢ < 0).



Veta 11.8 (veta o predstihu) Ak predmetu f(t) odpovedd obraz F(p) a T >0, tak
e+ o) = e | Fo) ~ [ foye i
0

Dalsie vlastnosti budeme moct vyuzit pri rieSeni niektorych diferencidlnych rovnic.

Veta 11.9 (veta o derivacii predmetu) Nech funkcia f a jej derivdcia si predmety a nech
f je spojitd na intervale (0,00). Ak f(t) + F(p), tak

f'(t) =pF(p) — f(0+),
kde f(0+) = lim f(t).

Ak fR(0+) = tlir& f®@), k=0,1,...,n—1a f® st predmety, tak

FO) = p"F(p) = p" L f(04) — - = pf72(04) — fF70(0+).

Priklad 11.1 Ndjdime obraz F(p) k predmetu
f(t) =2a"(t) —22/(t) + z(t) — 3+ g(t), kde

0 pret <0,
g(t) = tprete(0,1),
1 pret>1

ax(0) =1, 2/(0) = 2.
RieSenie. Nech predmetu z(t) + X(p), potom
2'(t) +pX(p) =1, 2"(t) = p"X(p) — 1p - 2.
Predmet g(t) mozeme zapisat pomocou jednotkového predmetu takto

g(t) =tn(t) =n(t = D]+ 1-n(t = 1) = tn(t) = (¢ = Dn(t = 1).

Uz vieme, 7e 7(t) +% atn(t)+ 1%' Pouzitim vety o oneskoreni dostaneme (¢t —1)n(t—1) =+ e*p#.
Pouzitim vety o linedrnosti dostaneme

F(p) = X (0) —p— 2~ 2[pX(p) — 1] + X(p) 3% T #(1 —e).

Veta 11.10 (veta o integrovani predmetu) Ak predmetu f(t) odpovedd obraz F(p), tak
/ F
/f(T)dT + _(p)
/ D

Nech f je spojity predmet na intervale (0,00) a f(t) + F(p). Ak existuje [ f(¢)dt, tak
0

/ F(#)dt = Tim F(p).

p—0



Veta 11.11 (veta o derivovant obrazu) Ak predmetu f(t) odpovedd obraz F (p), tak predmetu

—tf(t) + F'(p).
Ako dosledok tejto vety je (—1)"t"f(t) +~ F™(p),n € N.

Veta 11.12 (veta o integrovant obrazu) Nech f(t) + F(p). Ak existuje [ F(z)dz a funkcia
P

@ je predmetom, tak

1) / F(z
t
Ak predmet £ ) je spojity na intervale (0,00), f(t) = F(p) a existuje integral [ @dt, tak
0

[ 100 [ e

V dalsom budeme hladat predmet, ktory odpoveda sucinu predmetov.

&h

Definicia 11.3 Konvolaciou (alebo konvoluénym saéinom) predmetov f a g nazy-
vame predmet h definovany predpisom

t
) = [ gt - ryar
0
Pre predmet h pouZivame oznacenie f * g.
Pre konvolu¢ny stc¢in dvoch predmetov f a g plati fxg=gx* f.

Veta 11.13 (veta o ndsobeni obrazov) Ak f a g si predmety s indexami rastu ozg a of,
f(t)=F(p), g(t)+G(p), tak konvolicia h = fxg je predmet s indexom rastu g = max{cay, ad}
a plati

(f*9)(t) + F(p)G(p)-
Teda

/f g(t —7)dr =+ F(p)G(p).

Pouzitim vety o derivacii predmetu dostéavame

/f g(t — 7)dr = pF(p)G(p)

alebo
t

LWMWH+/ﬂﬂﬂ%¢MHWNMQm
Zaroven plati

F@)g(0+) + (f = g)(t) = F)g(0+) + (¢ = [)(t) + pF(p)G(p)-
Vyrazy f(t)g(0+) + (f *¢')(t), f(t)g(0+) + (¢’ * f)(t) nazyvame Duhamelove integraly.



Veta 11.14 (veta o ndsobeni predmetov) Nech f a g si predmety a nech oy = max{of, ad},
kde of, resp. of je index rastu predmetu f, resp. g. Ak f(t) < F(p), g(t) + G(p), tak

fe) = —— [ F)Gp— ),

211

a—1 00

kde Rep > ag, ag < a (ide o integrdl po krivke z = a+it, t € (—o0,0)).
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