2.1 Pojem bodovej a rovnomernej konvergencie
Zatneme Studiom postupnosti funkeii.
Nech pre kazdé n € N st definované na nepréazdnej mnozine A funkcie f,,. Budeme hovorit,
7e na A je definovani postupnost funkcii (f,)% ;.
Definicia 2.1 Nech (f,)22, je postupnost funkcii na A. Nech pre kazdé x € A, je postup-

nost (fn(2))2, konvergentnd. Potom hovorime, Ze postupnost (f,):,; konverguje bodovo
na A (k funkcii f : A — R, f(z):= lim f,(z)). Zapisujemo to tiez: f, — f na A alebo

fulz) = f(x) na A.
Priklad 2.1 DokdzZme, Ze postupnost funkcii ()2, konverguje na intervale (0,1).

[e.9]

Riesenie. Pre z € (0,1) sa lim 2™ =0 a pre z = 1 sa lim 1" = 1. Preto postupnost (z")>,

n—oo n—oo

konverguje bodovo na intervale (0, 1) k funkcii

Vsimneme si, ze postupnost spojitych funkcii (z™)22 ; konverguje bodovo k nespojitej funkeii.

Poznamka 2.1 Nech (f,)5°, je postupnost funkcii definovanych na A. Zdpis f, — f na
A znamend, Ze

(Vo € A)(Ve > 0)(Ing € N)(Yn € N,n > ng) : |fu(z) — f(2)] <e.
Definicia 2.2 Nech ()5, je postupnost funkcii na A a nech f : A — R je funkcia. Nech
(Ve > 0)(Ing e N)(Vn € N,;n > ng)(Vz € A) : | fu(z) — f(x)| <e.

Potom hovorime, Ze postupnost funkcii (f,)>2, konverguje na A rovnomerne (k funkcii
f:A—R). Pisgeme f, = [ na A alebo f,(x) = f(z) na A.

Teda ak postupnot (f,)22; konverguje na A rovnomerne k funkeii f, tak na A konverguje
aj bodovo k funkcii f. Opaé¢né tvrdenie neplati.

Veta 2.1 Postupnost funkcii (f,)>2, konverguje na A rovnomerne (k nejakej funkcii f :
A — R) prave vtedy, ked plati

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn,m € N,m > ng,n > ng)

(Vo € A) | fulz) = fml2)] <e.

Definicia 2.3 Nech (f,)22, je postupnost funkcii na A. Potom vyraz > f, budeme nazy-
n=1
vat nekoneénym radom funkcii (definovanych) na A.

Funkciu f,, nazgvame n-tym ¢lenom tohto radu funkcii.

Funkciu s, = fi+ fo+-+-+ fn = D fr nazgvame n-tym Eiastoénym suétom tohto radu
k=1
funkcii.



Ak postupnost funkcii (s,)%; konverguje na A bodovo k funkcii s : A — R, tak hovorlme ze

rad funkcif Z fn konverguje na A bodovo k funkcii s, a ze funkcia s je sucet radu Z fnna A.

Hovorime, ze rad funkcii Z fn konverguje na A rovnomerne k funkecii s : A — R, ked
n=1
postupnost ¢iastoc¢nych suctov (s,)2; konverguje na A rovnomerne k funkcii s.

Veta 2.2 (Bolzano-Cauchyho kritérium) Rad funkcii >, f, konverguje rovnomerne na A
n=1

prdve vtedy, ked
(Ve > 0)(Ing € N)(Yn,m € N,m >n > ng) (Vo € A)

(@) + foge() + o+ fl(2)| < e

Definicia 2.4 Nech ) f, je rad funkcii na A. Nech ) a, je c¢iselny rad s nezdpornymi

n=1 n=1

¢lenmi a nech pre kazdé v € A a kazdé n € N plati |f, ()| < a,. Potom rad ), a, nazjvame

n=1

o)
majorantnym radom k radu > f, na A.
n=1

Veta 2.3 (Weierstrassovo majorantné kritérium) Nech Y f, je rad funkcii na A. Nech
n=1

> a, je konvergentny, majorantny rad k radu » f,. Potom rad " f, konverguje rovnomerne
n=1 n=1 n=1

a absolutne na A.



