10.8 Postupnosti a rady komplexnych funkcii komplexnej premennej

V predmete MA(1) sme sa zaoberali postupnostami a radmi funkcii realnej premennej. Ak
¢leny funkcionalneho radu si funkcie komplexnej premennej, hovorime o rade funkcii kom-
plexnej premennej. Definicie bodovej konvergencie, rovnomernej konvergencie, absoltatnej kon-
vergencie, relativnej konvergencie, divergencie, majorantného radu zavedené v readlnom obore
sa zavadzaju nezmenené aj pre rady funkcii komplexnej premennej. Budeme sa zaoberat moc-

ninovymi radmi. Nech zy, ag,ay, ..., a,,... st komplexné ¢isla. Rad funkcif
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nazyvame mocninovy rad so stredom v bode z,. Podobne ako v redlnom obore definujeme
(ale aj ur¢ujeme) obor a polomer konvergencie mocninového radu s komplexnymi ¢lenmi. Je

oo
zrejme, Ze mocninovy rad > a,(z — 2z9)" konverguje aspon v bode z.
n=0

Veta 10.16 (Abelova veta) Ak mocninovy rad Y an(z — 29)™ konverquje v bode zy # zo,
n=0
potom

e konverguje, a to absolitne, v kruhu o polomere |z1—zo| so stredom v bode zy (t.]. |z—z0| <
|21 = 20l ),

e rovnomerne konverguje v lubovolnom uzavretom kruhu so stredom v bode zy a polomerom

p < |Zl — Zo|.
Je zrejmé, 7e ak rad funkcii > a,(z — 2z9)" diverguje v bode 2o, tak diverguje v kazdom
n=0
bode mnoziny {z € C': |z — 2| > |22 — 20|}

10.8.1 Taylorov rad

Nech funkcia f méa v bode zy derivacie vSetkych radov. Mocninovy rad
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nazyvame Taylorovym radom funkcie f so stredom v bode z.

Veta 10.17 Nech funkcia f je analytickd na oblasti Q) a nech bod zy € Q) je lubovolny pevny
bod. Nech K, ={z€ C: |z —z|=r >0} je takd kruznica so stredom v bode zy, Ze celé jej
vnutro lezi v oblasti 2. Potom Taylorov rad funkcie f v bode zy konverguje vo vnitri kruznice
K, pricom plati
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pre kazdy bod z vnitra kruznice K,.

Nech z je Tubovolny bod vnutra kruznice K, a p = |z — 2| < r. Iste existuje kruznica K
so stredom v bode 2y (K,(t) = 29 + set,;t € (0,27)) o polomere s, Ze plati: 0 < p < s < r



a kruznica K spolu so svojim vnutrom lezi v oblasti §2, v ktorej je funkcia f analyticka.
Koeficienty Taylorovho radu s jednoznacne urcené vztahom
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Bod 2y € Dy sa nazyva nulovym bodom funkcie f, ak plati f(z)) = 0. Ak funkcia f je
analytickd v bode zp € Dy, tak v nejakom okoli O(z) plati

Z an(z — 29)" = [ (z0) (z — 20)".
n!

Teda bod zy je nulovy bod funkcie f, ked ag = 0. Bod zy je m-nasobny nulovy bod prave
vtedy, ked

f(z0) = f'(z0) = - = f" V(z20) =0, "™ () #0,
t.j. ked aqp=a1 =+ =a,,_1 =0,a, #0.

Veta 10.18 Nech funkcia f : C D Dy — C je analytickd v nejakej oblasti Q@ C Dy. Bod
2o € Q je m-ndsobny nulovy bod funkcie f prdve vtedy, ked na nejakom okoli O(z) bodu zg
mozno funkciu f vyjadrit v tvare

f(z) = (2= 20)"g(2),

kde funkcia g : O(29) — C je analytickd funkcia na O(zg), pre ktord plati g(zo) # 0.

10.8.2 Laurentov rad a singularne body funkcie

V tejto casti sa budeme zaoberat Laurentovym radom, ktory je ur¢itym zovSeobecnenim Tay-
lorovho radu a umoznuje nam klasifikdciu singularnych bodov funkcii, podobne ako sme klasi-
fikovali nulové body analytickych funkcii pomocou Taylorovho radu.

Definicia 10.16 Nech zy,a, € C pre vsetky n € Z si dané c¢isla. Rad tvaru
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Z an(z — 29)"
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nazyvame Laurentovym radom so stredom v bode zy a koeficientami a,,. Rad
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sa nazyjva analyticka ¢ast a rad
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hlavna &ast Laurentovho radu. Hovorime, Ze Laurentov rad konverguje v bode z € C prdve
vtedy, ked v tomto bode konverguji obe jeho casti.



Mnozinu vietkych bodov z € C, ktoré splhaji nerovnosti:
0<r<|z—z| <R

alebo
0<r<|z— 2,

kde r, R st dané realne ¢isla, nazyvame otvorenym medzikruzim so stredom v bode zj.

Mnozinu vietkych bodov z € C, ktoré spliaji nerovnosti:
0<r<|z—2| <R

alebo
0<r<|z— 2

kde r, R st dané redlne ¢isla, nazyvame uzavretym medzikruzim so stredom v bode z.
r < |z—z| < R}.

Veta 10.19 Nech funkcia f je analytickd na medzikruzi M = {z € Dy :

Potom pre kazZdy bod z € M plati

pricom pre koeficienty a,, plati vztah
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kde I je lubovolnd jednoduchd uzavretd kladne orientovand po castiach hladkd krivka, ktord lezi

v medzikruzi M. Rad -
Z an(z — zo)"

n=—oo

konverguje rovnomerne na kazZdom uzavretom medzikruzi M', ktoré lezi v M

Priklad 10.7 Ndjdime Laurentov rad (rozvoj) funkcie
1

&=y

pre medzikruzie 1 < |z| < 2 so stredom v bode zy = 0.

Riesenie. Dana funkcia ma dva singuldrne body z; = 1, zo = 2. Rozvoj danej funkcie do
Laurentovho radu méZzeme najst rozkladom funkcie na parciidlne zlomky a vyuZzitim znalosti

o konvergencii geometrického radu. Pretoze

1 1 1
(z—1D(z—-2) 2-2 z-1
najdeme rozvoj oboch funkcii. Pre |z| < 2 je ¢ = |2|/2 < 1, a teda
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Sé¢itanim oboch radov dostaneme pozadovany vysledok.

Singularnym bodom funkcie f komplexnej premennej nazyvame kazdy bod, v ktorom
funkcia f nie je analytickd. Ak bod zg je singularnym bodom funkcie f a existuje také okolie
O(zp) bodu 2y, ze v nom funkcia f nema iny singularny bod, tak bod zy nazyvame izolovanym
singularnym bodom funkcie f.

Izolovany bod funkcie f sa nazyva:

e odstranitelnym singularnym bodom, ak existuje kone¢na limita

lim f(z) = A# o0

Z—2Z0
(Laurentov rad funkcie f so stredom v bode zy obsahuje iba analytickt ¢ast);

e polom (nepodstatne singularnym bodom), ak

lim f(z) = oo;

Z—20
e podstatne singularnym bodom, ak

lim f(z)

Z—2z0

neexistuje (hlavna ¢ast Laurentovho radu funkcie f so stredom v bode 2 pre medzikruzie
M mé nekoneény pocet ¢lenov s nenulovymi koeficientami).

Bod zy je polom m-tého radu (stupia, nasobnosti) funkcie f vtedy a len vtedy, ked pre
hlavni ¢ast Laurentovho radu funkcie f pre medzikruzie M plati a_,, # 0 a a_ = 0 pre
kE > m.

Druh singularneho bodu funkcie f v bode z = oo zistujeme tak, ze vySetrime druh sin-
gularneho bodu funkcie g(§) = f(%) v bode £ = 0.

Veta 10.20 Nech zy je izolovanym singularnym bodom funkcie f. Bod zy je polom ndsob-
nosti m funkcie f prave vtedy, ked v nejakom prstencovom okoli bodu zy plati

9(2)
)= T,
kde funkcia g : O(z9) — C je analytickd v bode zy, g(zy) # 0.
Pol nasobnosti m = 1 nazyvame jednoduchy pol.

Priklad 10.8 Dokdzeme, Ze funkcia f(z) = z7%(1 — cos z) md v bode zg = 0 odstrdnitelny
singuldrny bod.



RieSenie. Najdime Laurentov rad danej funkcie v bode zy = 0 pre medzikruzie 0 < |z|.
Plati
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Pretoze Laurentov rad obsahuje len analyticku ¢ast, bod zy = 0 je odstranitel nym singularnym
bodom danej funkcie.

Priklad 10.9 Dokdzeme, Ze funkcia f(z) = 2=*(1 — cos 2) md v bode zy = 0 pdl ndsobnosti
m= 2.

Riesenie. Najdime Laurentov rad danej funkcie v bode z; = 0 pre medzikruzie |z| < oo.
Plati
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Pretoze pre Laurentov rad danej funkcie plati ¢ o # 0 a c_,, = 0 pre n > 2, bod zy = 0 je
polom nasobnosti m = 2 danej funkcie.
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