6.4 Linearna diferencidlna rovnica s konStantnymi koeficientmi

Nech je dana diferenciélna rovnica
aoy(n) + aly(n_l) 4+ aly/ —+ any = 07 (L]_)

kde a;, i =1, ..., n st redlne konstanty. Budeme uvazovat ag = 1.
RieSenie rovnice (L1) budeme hladat v tvare e"*. Plati veta:
Veta 6.9 Funkcia €™ je riesenim diferencidlnej rovnice (L1) vtedy a len vtedy, ak r je
koreniom rovnice
M4 a4 apr 4 a, = 0. (CH)

Dékaz. Nech y = €, potom ¢y = re™, vy’ = r2e*, ..., y™ = r"e". Po dosadeni
do rovnice (L1) a po tprave dostaneme rovnicu (C'H). Tuto rovnicu nazyvame charakteri-
stickou rovnicou diferencialnej rovnice (L1) a jej korene charakteristickymi korenmi
diferencialnej rovnice (L1). Ak korene charakteristickej rovnice st realne rozne, tak plati
veta:

Veta 6.10 Nech ri,79,...,1, si redlne charakteristické korene diferencidlnej rovnice (L1)
a navzdajom rozne. Potom vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice je

y=cre"* 4+ e + - 4 ce™.

Priklad 6.2 Ndjdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice
y' =Ty + 12y = 0.

Riesenie. Odpovedajica charakteristicka rovnica 12 —7r 412 = 0 mé korene r, = 3, ry = 4,
ktorym odpovedaji rieSenia y; = €3, yo = €**. Vieobecné riesenie je y = C1e3* + Che*®.

Ak korefi r; je viacnasobny, tak podla vety[6.10] vieme zostrojit iba jedno rieSenie odpoveda-
juce korenu r;. Dalsie riesenia najdeme podla nasledujucej vety:

Veta 6.11 Nech ry je k-ndsobngm charakteristickym koreriom rovnice (L1). Potom funkcie

en® xen® .. a*len® sij rieSeniami diferencidlnej rovnice (L1) a si linedrne nezdvislé.

Priklad 6.3 Ndjdime vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice
y' — 4y +4y = 0.

Riesenie. Odpovedajtica charakteristicka rovnica r? —4r+4 = 0 ma dvojnasobny korei r =
2, ktorému odpovedaji riesenia y; = 2%, yo = xe?*. Vieobecné riesenie je y = C1e?® + Coze®®.
Pre komplexné korene charakteristickej rovnice (L1) platia vety:

Veta 6.12 Nech z(x) = u(z) + iv(x) je komplexnd funkcia redlnej premennej a nech je
riesenim (L1). Potom rieSenim diferencidlnej rovnice (L1) je redlna funkcia u(x), ako aj
redlna funkcia v(z).

Veta 6.13 Nech r = a+if je k-ndsobngm charakteristickym koreriom rovnice (L1). Potom
funkcie
e®® cos Bx, we*®cosfx, ..., xFle*®cospfx,
e sin Br, xe“sinfBx, ..., xF e sinfBx
st linedrne nezdvislé riesenia rovnice (L1).
Priklad 6.4 Ndjdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice
y' =2y +2y=0.
Riesenie. Odpovedajica charakteristickd rovnica r? — 2r +2 = 0 ma korene ri, = 1 £ 4,
ktorym odpovedaju rieSenia y; = e cosz, yo = €” sinx. VSeobecné rieSenie je y = Cie® cosx +
Che®sinz.
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