9.1 Jednoducha hladka krivka. Orientované krivky

Definicia 9.1 MnoZinu bodov P € R?® nazjvame jednoducha hladka krivka C, ak sirad-
nice bodu P(x,y,z) mozno urcéit pomocou funkcit v, ¢, x : (o, ) — R a plati

1.z = @(t), y = Y(t), 2 = x(t), kde t € {(«, ) (tieto rovnice nazgvame parametrickymi
rovnicami jednoduchej hladkej krivky C').

2. Funkcie p, 1, x maji spojité derivdcie pre t € {a, 3).
3. % (t) + 2 (t) + x2(t) > 0 pre t € (a, ().

4. Kazdym dvom réznym hodnotdm parametra t € {(«, 3) odpovedaji dva rézne body, t.j.

P(t1) # P(ty) pre t; # ty € {«, ().

Ak podmienku (4) definicie 9.1 nahradime podmienkou:

4'. Kazdym dvom réznym hodnotdm parametra t € («, ) odpovedaji
dva rozne body, t.j. P(ty) # P(ts) pre t; # ty € (o, )

a P(a) = P(B), tak hovorime o jednoduchej uzavretej hladkej krivke.

Parametrické vyjadrenie krivky C' méZeme vyjadrit tieZ pomocou vektorovej funkcie r(t) =
(p(t),¥(t), x(t)), t € {a, B). Tuto funkciu spravidla nazorne interpretujeme tak, ze t je ¢as a
r(t) je poloha pohybujiceho sa bodu. Bod sa moéze pohybovat po krivke C' dvoma navzajom
opacnymi smermi. Skutocnost, ze bod P; je pred bodom Ps, kratko zapiSeme takto: P, < Ps.
Obluk C je orientovany sthlasne [nesihlasne| s parametrickym vyjadrenim »(t), ¢t € («, ), ak
pre Tubovolné body P, P, obluka C| pre ktoré je t; < ty [t1 < to], je P1 < Py [Py < Py].

Ak je krivka C' orientovana suhlasne |[nestihlasne| s parametrickym vyjadrenim r(t), ¢t €
(o, B), tak bod r(«) [r(5)] je jej prvym a bod r(3) [r(a)| jej poslednym bodom.

Pre urcenie orientacie uzavretych kriviek potrebujeme Iubovolné tri rézne body P, =
r(t1), P, = r(t2), P3 = r(t3). Krivku C' nazveme cyklicky orientovanou siihlasne s para-
metrickym vyjadrenim, ak trojicu bodov (P;, P, P3) povazujeme za usporiadant v zmysle
orientacie vtedy a len vtedy, ked nastane jedna z tychto moznosti:

T <to <t3, 13<t <tg, 1ty <tlg <.

Uzavreté krivky cyklicky orientované siihlasne alebo nesthlasne s parametrickym vyjadrenim
nazyvame cyklicky orientované.

Ak vyslovne nebudeme predpokladat iné, tak pod orientovanymi krivkami budeme rozumiet
krivky orientované sthlasne, resp. nestuhlasne s parametrickym vyjadrenim ako aj cyklicky
orientované krivky. Je zrejmé, Ze na to, aby sme urcili orientaciu oblika, sta¢i udat, ktory
z koncovych bodov je prvy a ktory posledny. Podobne na to, aby sme urcili cyklicku orientaciu
uzavretej krivky, staci udat jednu usporiadanu trojicu jej bodov.

Nech C je orientovany obluk (cyklicky orientované krivka). Nech na krivke C' st dané
body Fy, P, ..., P, tak, ze Py < P, < --- < P, pricom F, a P,, su koncové body krivky C'
(Py = Py, a (P2, P,_1, P;) stt usporiadané trojice bodov pre i = 2,3, ..., m). Potom hovorime,
ze na krivke C' je dané delenie D krivky C', ktoré pozostava z ¢iastocénych kriviek P, P;,
i=1,2,...,m. Je zrejmé, Ze ak C je orientovana krivka, tak kazda jej ¢iasto¢na krivka (oblik)
je tiez orientovanou krivkou.

Orientovanu krivku C' nazyvame po c€astiach hladkou, ak existuje také jej delenie, ze
vietky c¢iastocné krivky P;_; P; tohto delenia st hladké obluky. Normou delenia D krivky C'
rozumieme c¢islo

|| D ||: max{d(Pi—hPi)v i:1a2>"'7p}



Postupnost (D,,)5°; deleni krivky C' nazyvame normalnou, ak lim || D, ||= 0.
Krivkovy integral prvého druhu

Nech f(P) je ohrani¢ené realna funkcia definovana v kazdom bode krivky C. Nech D je
delenie krivky C, dané deliacimi bodmi Fy, Py, ..., P,. Nech K; € P,_ 1P, i =1,2,...,m a
nech dlzka oblika P,_1 P; je As; = |P; — P;_1|. Potom ¢islo

S(f, D) =Y fUK)|P P = Zf )As;

=1

nazyvame integralnym suétom funkcie f(P) pre delenie D krivky C' a dana volbu
bodov K;. Tento integralny stucet sa nazyva integralny stcet prvého druhu.

Definicia 9.2 Cislo I nazyvame integralom z funkcie f po krivke C, ak pre kazZdi nor-
mdlnu postupnost (D,,)e2, delent krivky C a pre lubovolné vijbery bodov K; je I = lim S(f, D).
Tento integrdl nazgvame krivkovym integralom prvého druhu po krivke C' a oznacujeme
ho znakom [ f(P)ds

c

Krivkovy integral druhého druhu

Nech posobenim sily, ktorej hodnota v Tubovolnom bode krivky C' je dana vektorom f(P),
sa hmotny bod pohybuje po krivke C'. NaSou tulohou je zistit, aki pracu vykona sila pri
premiestneni bodu P po celej krivke C'. Pracu, ktora vykona sila f(P) po krivke C, mozeme
priblizne vypocitat takto: Nech D je delenie krivky C' dané deliacimi bodmi Fy, Py, ..., Py,.
Na kazdom ¢iasto¢nom obliku P;_1P; si zvolime Tubovolny bod K;. Ak je norma delenia dost
mald, moZeme obluk P, ; P; nahradit useckou P,_; P;. PretoZze f(P) je spojitou funkciou, je na
obluku P;_; P, sila f(P) priblizne rovna sile f(K;),i =1,2,...,m a pracusily f(P), posobiacej
po krivke C' mozeme priblizne vyjadrit ako

> F(K) - (P— Piy),

i=1
kde f(K;)- (P, — P,—1) je skalarny sucin vektora f(K;) a vektora P, — P,_; a jeho hodnota je
praca, ktorta vykona sila f(K;) pri premiestneni hmotného bodu z bodu P;,_; do bodu P;.

Nech C' je Tubovolna orientovana krivka. Nech f(P) je ohrani¢ené vektorova funkcia defino-
vand v kazdom bode krivky C'.Nech D je delenie krivky €' dané deliacimi bodmi Fy, Py, ..., B,
Nech Kl < Pi—lpi- Cislo
Z f(K) - (P — Piy)

nazyvame integralnym sic¢tom funkc1e f pre delenie D a pre dany vyber bodov K;, pricom
Py — Py = Axji + Ayg + Azik.

Cislo I nazyvame integralom funkcie f po krivke C ak pre kazdu normélnu postupnost
(D)%, deleni krivky C' a pre l'ubovolné vybery bodov K; je I = nh_)nolo S(f,D,). Tento integral

nazyvame krivkovym integralom druhého druhu po krivke C' a oznac¢ujeme ho znakom

C[f(P



Poznamka 9.1 Ak je v rovine zvoleny pravouhly siuradnicovy systém, v ktorom je f(P) =
p(z,y)t + q(z,y)j, ds = dxt + dyj, potom krivkovy integrdl druhého druhu oznacujeme tieZ
znakom

C

Poznamka 9.2 Ak je v priestore zvoleny pravouhly siuradnicovy systém, v ktorom je f(P) =
p(z,y,2)t + q(z,y,2)] + r(x,y, 2)k, ds = dxi + dyj + dzk, potom krivkovy integrdl druhého
druhu oznacujeme tieZ znakom
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Ak existuje integral z funkcie f (f) po krivke C hovorime, ze funkcia f (f) je integrovatelna
na krivke C'.

Veta 9.1 Nech C je po castiach hladkd orientovand krivka, ktorej parametrické vyjadrenie
jer(t), t € (o, ). Nech f je redlna funkcia definovand na krivke C'. Potom
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pricom krivkovy integrdl vlavo existuje vtedy a len vtedy, ked existuje obycajny (Riemannov)
integrdal vpravo.

Veta 9.2 Nech C' je po castiach hladkd orientovand krivka, ktorej parametrické vyjadrenie
jer(t), t € (o,). Nech f je vektorovd funkcia definovand na krivke C'. Potom

B
/f(P)-ds = i/f(0+r(t))-r’(t)dt,
C @

pricom krivkovy integrdl vlavo existuje vtedy a len vtedy, ked existuje obycajny (Riemannov)
integrdl vpravo. Ak krivka C' je orientovand suhlasne s danym parametrickym vyjadrenim, plati
znamienko +. Ak krivka C' je orientovand nesihlasne s danym parametrickym vyjadrenim, plati
znamienko —.

Poznamka 9.3 o Ak v danom pravouhlom siuradnicovom systéme
v rovine je T(t) = p(t)i + ¥ (t)g, potom

9
/f(P)dSI /f[so(t),w(t)]\/so’2(t)+¢’2(t)dt7 (1)

B
/f(P) -ds = /p(x,y)dx +q(z,y)dy =
C o
B
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o Ak v danom pravouhlom suradnicovom systéme v priestore je

r(t) = p(t)t +(t)g + x(t)k, potom

B
l/ﬂPﬂsz/f[< DIV + 0200 + (D), (3)
C o

/f <B—1/(Lywmx+ﬂ%yﬁmy+ﬂaywwz=

B
= /{p[w(t)7¢(t), X' (t) + ale(t), v (&), x(OW'(t) + rle), v (), x (@)X (t) }dt. (4)
Uvedieme niektoré zédkladné vlastnosti krivkovych integralov.

e Krivkovy integral prvého, resp. druhého druhu po orientovanej a po castiach hladke;j
krivke C' pre spojita redlnu funkciu f, resp. vektorovi funkciu f, existuje.

e Nech C je orientovana krivka a C* je krivka, ktora vznikne z nej zmenou orientacie. Nech
existuje integral z funkcie f, resp. z funkcie f po krivke C. Potom existuje aj integral
z funkcie f, resp. f po krivke C* a plati

C[f(P)ds:C/f(P ds
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e Nech existuju krivkové integraly z funkcie f a g, resp. z funkcie f a g, po krivke C' a
nech ¢y, ¢o st ¢isla. Potom existuje aj integral z funkcie ¢; f + cog, resp. integral z funkcie
c1 f + cog po krivke C' a plati:

/ e f(P) + eag(P)]ds = e / F(P)ds + ¢ / o(P)ds.

c

c
C/[le(P) + cog(P)] - ds = C1C/f(P) -ds +cz/g(P) -ds.

c

e Nech orientované krivky C; a Cs tvoria delenie krivky C. Ak existuje integrél funkcie f,
resp. funkcie f, po krivkach C7, Cy, potom existuje aj integral z funkcie f, resp. funkcie

f po krivke C' a plati:
f(P)ds= [ f(P)ds+ | f(P)ds
[ [ ]
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Priklad 9.1 Vypocitajte / kde 1 je isecka AB, A= (0;0), B = (1;2).

ds
V2424

Riesenie. Rovnica priamky AB je y = 2z. Pre danu krivku [ je ds = v/1 + 22dz = v/5dx.
Teda

/ s B V5dzx B
vty 4 Va2 +4a? +4

\/_+3
= [In|x 4+ /22 +4/5
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Priklad 9.2 Vypocitajte /yzds, kde 1 je cast cykloidy x = a(t — sint), y = a(1 — cost),

1
€ (0; 2m).

Riesenie. Pre vypocet pouzijeme vztah (5.1). Teda

/ %ds —/ — cost)?*y/[a(1 — cost)]2 + [asint]2dt =

2 2
=24 /(1 — cost)*?dt = \/§a34\/§/sm5(t/2)dt = ... =256a°/15.
0

0

Priklad 9.3 Vypocitajte /(QU2 —2zy)dx + (y* — 2xy)dy, kde | je cast paraboly y = 2, od

l
bodu A = (—1;1) do bodu B = (1;1).

Riesenie. Pre vypocet pouZijeme vztah (5.2), kde x = p(t) = t, y = 1(t) = t?. Teda

/(:c2 —22y)dx + (y* — 2xy)dy =
!

/{ —2tt%) + ((t*)* — 2tt*)2t}dt = - - - = —14/15.
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