1.2 Niektoré vlastnosti ¢iselnych radov

Vyslovime niektoré zékladné vlastnosti ¢iselnych radov.

Veta 1.1 (Nutnd podmienka konvergencie ¢iselného radu) Ak je rad > a, konvergentny,
n=1

tak lim a, = 0.

n—oo

Dékaz. Vieme, ze a,, = s,—S,_1. Ak lim s, = s, potom aj hm Sp—1 = s. Teda lim a,, = 0.

n—oo n—oo

Ukazali sme, ze

Znn—i—l Z\/_ o

n=1

pricom v oboch pripadoch je lim a, = 0. Teda ak je rad ) a, konvergentny, tak nutne

n—00 n—1

musi byt splnena podmienka lim a, = 0, ale splnenie tejto podmienky nie je postacujtce pre

n—oo

konvergenciu radu.

[e.e]

Veta 1.2 Nech k je prirodzené ¢islo. Potom rady » a,, >, a, bud sicasne obidva kon-
n=1 n=k+1
verqujiu alebo siucasne obidva diverguji.

o0 o0
Rad >  a, nazyvame zvySkom radu ) a, po k-tom ¢lene.

n=k+1 n=1
[eS) o9 )

Suctom, resp. rozdielom radov »_ a,, Y. b, rozumieme rady »_ (a, + by), resp. > (a, — by,).

n=1 n=1 n=1

[e.e] o
Pod k-nasobkom radu ) a, rozumieme rad Y ka,.
n=1 n=1

Veta 1.3 Nech rady > a,, Y. b, konvequji a > a, =s, Y. b, =1,

n=1 n=1 n=1 n=1

k€ R. Potom > (a,+b,)=s+t, > (a,—0by) =s—t, > ka, =ks.

n=1 n=1 n=1

e Absolitna a relativna konvergencia radu

Rad ) |a,| nazyvame radom absolttnych hodnét radu )’ a,.

n=1 n=1
Veta 1.4 Ak je rad >’ |a,| konvergentny, tak je konvergentny aj rad > ay,.
n=1 n=1

o0

Opacne tvrdenie neplati: Konvergencia radu ) a, nezarucuje konvergenciu radu ) |a,|.
n=1 n=1

Definicia 1.3 Ak je rad > |a,| konvergentny, hovorime, Ze rad »_, a, je absolitne kon-
n=1 n=1
vergentny

Ak je rad Z a, konvergentny, ale rad Z la,| je divergentny, hovorime, Ze rad Z a, je rela-
n=1 n=1 n=1
tivne konvergentny.



Veta 1.5 (D’Alembertovo limitné podielové kritérium) Nech > a, je nekoneény rad a pre
n=1
kazdé n € N nech a,, # 0.

a) Ak lim |22 < 1, tak je rad ) ay, absolitne konvergentny.
n—oo T n=1

b) Ak lim || > 1, tak je rad ) a, divergentny.
n—oo . T n=1

Veta 1.6 (Cauchyho limitné odmocninové kritérium) Nech > a, je nekonecny rad.
n=1

a) Ak im {/|a,| < 1, tak rad > a, konverguje absolitne.
n—oo n=1

b) Ak lim {/|a,| > 1, tak rad > a, diverguje.

n=1
Veta 1.7 (Raabeho limitné kritérium) Nech lim [n(1 — |ap11/a,|)] = p, pricom a, # 0. Ak

p>1, rad Y a, absolitne konverguje. Ak p <1, rad Y a, diverquje.

n=1 n=1

Veta 1.8 (Cauchyho integrdlne kritérium) Nech pre rad " |a,| existuje spojitd funkcia f,
n=1

pre ktoru plati:
1. f(x) je nerastica na (K, 00).
2. f(n) = l|a,| pre vsetky n > K.

Potom, ak ezistuje [ f(x)dz, tak rad Y a, je absolitne konvergentny. Ak [ f(x)dx = oo,
K n=1 K

o0
tak rad Y |a,| je divergentny.

n=1

=
s
: 1%?4?%y/fm

e Rady s nezapornymi ¢lenmi
Nech i a, je rad a pre kazdé n € N plati a,, > 0. Potom hovorime, Ze rad i ap je
rad s nezé\p?)?nymi ¢lenmi. i
o0 0
Definicia 1.4 Nech > a,, Y. b, st rady s nezaporngmi élenmi. Ak pre kaZdé n € N plati
n=1  n=1

8

oo
0 < a, < by, hovorime, Ze rad > b, je majorantnym radom k radu " a,.
n=1 n=1



Veta 1.9 (Majorantné kritérium konvergencie) Nech > a,, Y. b, si dva rady s nezdpor-

n=1 n=1

nygmi clenmi a rad Y by, je majorantngm radom k radu ) a,.
n=1 n=1

Ak rad Y b, je konvergentny, tak aj rad > a, je konvergentny.

n=1 n=1
Ak rad Y a, je divergentny, tak aj rad >’ b, je divergentny.
n=1 n=1
Priklad 1.3 Rad Z ]e konvergentny a je majorantny k radu nz (e +1) Preto je aj
rad n;l W konvergentnyj.

e Rady so striedavymi znamienkami

Rad a1—a2+a3_...+(_1)n+1an+...: Z(_l)nﬂam
n=1
kde a,, > 0 pre n = 1,2,... nazyvame radom so striedavymi znamienkami.

Veta 1.10 (Leibnizovo kritérium) Nech . (=1)""a, (a, > 0) je rad so striedavimi zna-

n=1
mienkami. Nech postupnost (a,)°%, je nerastica a lim a, = 0. Potom rad Y (—=1)""a, je
n—00 n=1

konvergentny.

Poznamka 1.1 Nech rad > (—1)"a, je konvergentny. Ak namiesto suctu tohto radu

vezmeme jeho n-ty ciastocnyj sd_éet, dopustime sa chyby, ktord je v absolitnej hodnote mensia
ako a,y1 (t.g. ako prvy zanedbany clen).

o0 oo
Presktimajme konvergenciu radov Y. L 3 (—1)""1. Pre n-ty ¢len harmonického radu
n=1

n=1
o
Z L plati lim 4 ~ = 0. Ukazeme, Ze tento rad diverguje: Pre x > 0 plati: 1 > IJ%:B, teda
n=1 n—oo

x T

[dx> [ {=drtj. x> In(1+ z). Na zaklade toho plati
0 0

1 1 1 1 1
Snzl—i-i—i-g—i—"-—i-ﬁ—b—-“>ln(l—l—l)+1n(1+§)+'--—|—ln(1+ﬁ)zln(l—l—n).

o0
Teda lim s, = lim (1 4+ n) = co. To znamen4, ze harmonicky rad ) % je divergentny. Rad
n—00 n—00 n=1
[e.e]
> (—1)"*1L je rad so striedavymi znamienkami a podla Leibnizovho kritéria je konvergentny.

n=1

Pretoze rad Z (—1)"**1 konverguje, ale jeho rad absolttnych hodnot Z + diverguje, je rad
n=1 n=1

[e.e]

> (=1)"*1L relativne konvergentny.

n=1
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