6.3 Linearne diferenciidlne rovnice n-tého radu

Nech ag, ay,...,a, a f je n+ 2 spojitych funkcii na intervale J a nech ag(z) # 0 pre vsetky
x € J. Pod linearnou diferencialnou rovnicou n-tého radu s pravou stranou budeme
rozumiet diferencidlnu rovnicu

ao(2)y"™ + ar(2)y™ Y + -+ an(x)y = f(x). (LP)

Diferencidlnu rovnicu
ao(x)y(”) +ay (w)y(”*l) + - Fap(x)y=0 (L)

budeme nazyvat linearna diferencidlna rovnica bez pravej strany.
Uvedieme niektoré zakladné vlastnosti diferencidlnej rovnice (L). Pre funkcie y € C™(J)
zavedieme tzv. linearny diferencialny operator

L(y) = ao(2)y"™ + a1 (z)y™ D + - - + an(2)y.

Potom diferencidlnu rovnicu (L) moézeme zapisat v tvare L(y) = 0 a diferencialnu rovnicu (LP)
v tvare L(y) = f(z).

Ak funkcia ¢ € C™(J) a L(p(x)) = 0 pre kazdé = € J, tak ¢(x) je rieSsenim diferencialnej
rovnice (L).

Veta 6.2 Nech yi,...,y. su funkcie, ktoré maji pruijch n derivdcii na intervale J. Nech
Cly...,CL SU cisla. Potom

L(cyys + -+ -+ cpyr) = 1 L(yr) + -+ - + e L(y).

Veta 6.3 Nech yi, ...,y su rieSenia diferencidlnej rovnice (L). Potom kaZdd ich linedrna
kombindcia je rieSenim diferencidlnej rovnice (L).

épeciélne pre ¢y = ¢y = --- = ¢ = 0 dostavame nulové, alebo trivialne rieSenie.

Zavedieme pojem linearnej zavislosti a linearnej nezéavislosti funkcii. Nech fi,..., fx st
redlne, resp. komplexné funkcie redlnej premennej, definované na intervale J. Budeme hovorit,
Ze tieto funkcie st na intervale J linearne zavislé, ak existuje takd nenulova k-tica redlnych,

resp. komplexnych &isel (eq, ..., ), ze pre kazdé ¢islo « € J plati:
c1fi(x) + cofo(z) + -+ + crfr(x) = 0. (1)
Ak niektoré z ¢isel ¢y, . . ., ¢ je nenulové, lahko sa da ukazat, ze funkcie fi, ..., fi st na intervale
J linearne zavislé vtedy a len vtedy, ak jedna z nich je linearnou kombinéaciou ostatnych. Ak
funkcie fi,..., fr nie st na intervale J linedrne zavislé, tak st na tomto intervale linearne
nezavislé.
Ak funkcie fi, ..., fr maja na intervale J derivacie k-tého radu, mozeme o linearnej nezavis-
losti rozhodnit pomocou Wronského determinantu funkcii (tiez wronskian) fi,..., fx
fl(x)a f2($), ) fk(l.)
fi(z), falx), ...,  fl(x
VRN .
0@, B7@, L B
Veta 6.4 Ak su funkcie fi,..., fx linedrne zdvislé na J, tak W(f1,..., fx) = 0 pre kazZdé
x € J. Ak sa teda W(f1,..., fr) nerovnd nule asponi v jednom ¢isle intervalu J, su funkcie

fi, .-+, fx linedrne nezduvislé na J.



Priklady linearne nezavislych funkcii:

a) Funkcie 1, 2,22, ..., 2" st nezavislé na kazdom intervale.

b) Nech ry,rg,..., 7, si navzajom rozne komplexné éisla (r; # r;) pre i # j. Funkcie
T em® .. e"" su linedrne nezavislé na kazdom intervale.

c¢) Nech 7 je komplexné ¢islo. Funkcie e, xe™, ..., x¥e"™ st linedrne nezéavislé na kazdom

intervale.

d) Nech «, (3 st realne ¢isla a nech 3 # 0. Nech k£ € N. Funkcie

e®® cos Bx, we*®cosfx, ..., xFe™®cospux,
e sin fr, xe*®sinfBr, ..., x¥e™sin Bz,

st linearne nezavislé na kazdom intervale.
6.3.1 Linearna zavislost a nezavislost rieSeni linearnej
diferencialnej rovnice (L)

Veta 6.5 Nech yi1,ya, ...,y st rieSenia diferencidlnej rovnice (L). Ak je k > n, tak su
tieto rieSenta linedrne zdvislé.

Veta 6.6 Euxistuje n rieseni diferencidlnej rovnice (L), ktoré su linedrne nezdvislé.

Systém n linearne nezéavislych rieseni diferenciélnej rovnice (L) budeme nazyvat jej funda-
mentalnym systémom rieSeni.

Veta 6.7 Nech y1,9s,...,Yn je fundamentdlny systém rieseni diferencidlnej rovnice (L).
Potom kazdé riesenie diferencidlnej rovnice (L) sa dd napisat ako vhodnd linedrna kombindcia
riesent z tohto fundamentdlneho systému.

Nech y1, 99, - . ., yn je fundamentélny systém rieseni rovnice (L), potom funkciu
y = cayi(z) + coya(x) + - + cuyn() (2)
premennych z, ¢y, ..., ¢, nazyvame vSeobecnym rieSenim diferencialnej rovnice (L).

Poznamka 6.3 Kazdé riesenie diferencidlnej rovnice (L) dostaneme z jej vSeobecného riese-
nia, ok za cq,...,c, dosadime vhodné cisla.

Znizenie radu linearnej diferencialnej rovnice
Nech ¢(x) je riesenim diferencidlnej rovnice (L) a pre kazdé = € J je () # 0. Pouzitim
substittcie y = ¢ [ zdz dostaneme diferencialnu rovnicu radu n — 1. UkaZeme si tento postup
na diferenciélnej rovnici druhého rddu. Potom

— / 2+ p(2)z,

y' =" () /zdx +2¢'(x)z + p(x)2.

Dosadenim do diferencialnej rovnice (L) dostaneme

aol¢” () /zdx +2¢'(2)z + @(x)2'] + a1[¢(x) /zd:)s + @(x)z] + agp /Zd[E = 0.



Po aprave je

[ao@" (2))2" + [2a0¢ (z) + arp(2)]z + aoy” (2) + ar¢ (z) + azip(2)] / zdx = 0.

Vyraz v poslednej hranatej zatvorke je rovny nule, pretoze ¢ je rieSenim danej diferencidlnej
rovnice, teda dostavame rovnicu

[aop"(2)]2 + [2a0¢ (z) + arp(x)]2 = 0

¢o je diferencidlna rovnica prvého radu. Nech jej rieSenie je z = 1 (z). Potom vSeobecné
rieSenie pévodnej rovnice je

z = Cro(x) + Cop(x) /@/J(x)das.

Priklad 6.1 Ndjdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice y”' —4y' +4y = 0, ak pozndme
jedno jej riesenie y; = €.

Riesenie. Pouzitim substiticie €** [ z(z)dx, po tuprave dostaneme e?*z’ = 0. RieSenim
tejto rovnice je napriklad z(x) = 1. Potom rieSenie povodnej rovnice yo = €** [ 1. da = ze®.
Vgeobecné riegenie je y = Che** + Cyxe®.

RieSenie diferencialnej rovnice s pravou stranou

Budeme sa zaoberat diferencialnou rovnicou (LP).

Veta 6.8 Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice (LP) (s pravou stranou) na intervale J
je sucet jej lubovolného rieSenia a vSeobecného riesSenia diferencidlnej rovnice (L) (rovnice bez
pravej strany).

Pri rieSeni diferencidlnej rovnice (LP) moZeme postupovat takto:

1. Riesime prislusna diferencialnu rovnicu (L) (bez pravej strany). Néjdeme jej vSeobecné
rieSenie y = c1y1 + - - + CYn-

2. Najdeme jedno riesenie diferencialnej rovnice (LP) (s pravou stranou) y*.

3. Potom vSeobecné rieSenie rovnice (LP) je

y=cyito g Ty
Dalej ukdZzeme, 7e ak vieme riesif diferencilnu rovnicu (L), tak vieme riedit aj diferencialnu
rovnicu (LP). Metoda, pomocou ktorej mozeme néajst rieSenie rovnice (LP) je Lagrangeova

metdda variacie konstant.
Ukazeme postup pre diferencialnu rovnicu druhého radu. Nech

y = ayi(z) + coya ()
je rieSenim diferenciélnej rovnice
aoy” + a1y’ + azy =0,

potom je
aoy) (z) + a1y;(z) + asyi(z) =0, i=1,2.



Hladajme také funkcie ¢;(z), c2(x), Ze funkcia
y'(z) = ci(@)yn (@) + ca(@)ye
bude riesenim diferencialnej rovnice s pravou stranou

ay” + a1y’ + ay = f(z).

Potrebujeme dve rovnice na urcenie funkcii ¢ (z), co(z). Vypocitajme derivaciu y*:

y" = @)y (x) + co(@)y2(x) + cr(x)yi () + ca(x)ys(a).
Prva rovnica nech je
c1(@)y1(x) + ch(@)y2(x) =0
pre kazdé x € J. Potom
y"' (@) = al(@)yi (@) + &(@)ys(@) + cr(@)yy (z) + ca @)y

Po dosadeni do danej diferencialnej rovnice a vzhladom na to, Ze funkcie v, o st rieSeniami
diferencialnej rovnice bez pravej strany je

aolcy (2)y () + ¢5(@)ys ()] = f(2),

¢o je druhd potrebna rovnica na vypocet neznamych funkcii ¢;(x), co(z). Keby sme zachovali
podobny postup pre diferencidlnu rovnicu n-tého radu, tak by sme dostali ststavu

(2)y1 () + (2)y2(w) + -+ + G (@)yn(w) = 0,
(@) (z) + (2)ya(w) + - + G (@)y,(2) = 0,

aolcy (x)yi" (@) + @)y V(@) + -+ (@) V(@) = f(a).

Je to systém rovnic, ktory ma préave jedno rieSenie (wronskian je nenulovy). RieSenie danej

ststavy mozeme potom zapisat v tvare ¢i(z) = @;(x) a po integrovani dostaneme ¢;(z) =
fg&i(x)dm7 i1=1,...,n. Teda

y'(z) = Zyi($)/<ﬂi($)d$.



	Lineárne diferenciálne rovnice n-tého rádu
	Lineárna závislost a nezávislost riešení lineárnej diferenciálnej rovnice (L)


