7.6 Transformacia dvojného a trojného integralu

Pre dalsie potreby je vyhodné vyslovit vetu o substitucii pre urcity integral takto:

Veta 7.5 Nech ¢ je funkcia definovand na intervale J = {a, ). Nech ¢(t) md spojiti
derwdciu ¢'(t), nerovnajicu sa nule na J. Nech funkcia f(x) je spojitda na ¢(J) = (a,b).
Potom plati
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Tento vzorec mozZeme zapisat aj takto

z)dx = / dt.
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Podobnii vetu moézeme vyslovit tiez pre viacrozmerné integraly. Pritom tlohu funkcie ¢
bude zastavat zobrazenie ®, ktoré kazdému bodu T = (ty,...,t,) nejakej mnoziny G v n-
rozmernom priestore priradi bod X = (zy,...,2,) = ®(T) v n-rozmernom priestore. Mnozinu
G nazyvame oborom zobrazenia ®. Nech zobrazenie ® je dané rovnicami z; = @;(t1,...,t,),
1=1,...,n je prosté na mnozine G.

Ak funkcie ¢1, ..., @, maja prvé parciadlne derivacie podla vSetkych premennych na otvo-
renej mnozine GG, tak determinant
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nazyvame Jacobiho funkciondlnym determinantom zobrazenia ¢ (jakobiidnom) a
oznacujeme ho Dg(T') alebo Dg(ty, ..., t,).

Ak funkcie o1,..., @, maju spojité prvé parcialne derivacie podla vSetkych premennych
na otvorenej mnozine G a pre kazdy bod T' € G je Dg(T) # 0, tak zobrazenie ® nazyvame
regulairnym na mnozZine G.

Priklad 7.1 Nech zobrazenie ® priradi kazdej dvojici cisel (p,¢) bod (x,y) podla vztahov
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T = pCosS Y, =
- P . 2 . X=[x,y] (1)
Yy = psin .
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Toto zobrazenie sa vold transformacia pomocou polarnych sdradnic a je requldrne
pre p >0 a0 < ¢ < 2n. Ak utvorime jakobidn, tak

cos, —psin
. ¥ psSm @ — . (2)
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Priklad 7.2 Nech zobrazenie ® priradi kaZdej trojici cisel (r, p,~y) bod (x,y, z) podla vztahov

T = 7 sin -y cos @,
Yy = rsinysin p,
2 = TCOS7.

Toto zobrazenie sa vold transformacia pomocou sférickych (gulovych) stiradnic a je
requldrne prer >0 a 0 < ¢ < 27,0 <y < 7 . Ak utvorime jakobidn, tak |Dg| = r*sin~y.

Priklad 7.3 Nech zobrazenie ® priradi kaZdej trojici cisel (r, p,~y) bod (x,y, z) podla vztahov

T = T COS "y COS @,
Y = 7 Cosysin g,
z =rsin7y.

Toto zobrazenie sa vold transformacia pomocou sférickych (gulovych) siradnic a je

requldrne pre r >0 a 0 < ¢ < 2, —g << g . Ak utvorime jakobidn, tak |Dg| = r? cos .

Priklad 7.4 Nech zobrazenie ® priradi kaZdej trojici ¢isel (p,,z ) bod (x,y,z) podla vzta-
hov

X = pCcosp, 1 X=[x,y.2]
y = psin g, | (5)
z=z.

Toto zobrazenie sa vold transformacia pomocou cylindrickych (valcovych) saradnic
a je requldrne pre p >0 a 0 < ¢ < 27w . Ak utvorime jakobidn, tak |De| = p.

Veta 7.6 1. Nech zobrazenie ®, dané rovnicami x = p(u,v), y = ¥(u,v), je prosté a
reguldrne na oblasti G C R? a tito oblast zobrazi na oblast ®(G).

2. Nech B C G ao C ®(Q) si pri zobrazeni ® sebe odpovedagice uzavreté meratelné oblasti.

3. Nech f(z,y) je integrovatelnd funkcia na o.
Potom plati:

[ [ f@asdy= [ [ siotw.o).vw.0) - |Dotu,o)ldud. (6)

Priklad 7.5 Vypocitajme

// dxdy
Va2 +y?

X2+y?=2x

ak oblast o je ohranicend priamkamiy =0, y = x a krufnicou x> + y* = 2z.



Riesenie. Zavedieme polarne suradnice. Kruznica, ohrani¢ujtuca oblast o, ma tvar p =
2 cos p. Oblast ¢ mozeme popisat takto: 0 < ¢ < 7/4; 0 < p < 2cos p. Plati

w/4 2cos
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Veta 7.7 1. Nech zobrazenie ®, dané rovnicami x = p(u,v,w), y = Y(u,v,w), z =
w(u, v, w) je prosté a reguldrne na oblasti G C R® a tito oblast zobrazi na oblast ®(G).

2. Nech B C G aw C ®(G) su pri zobrazeni ® sebe odpovedajice uzavreté meratelné oblasti.

3. Nech f(z,y,z) je integrovatelnd funkcia na w.

Potom plati:
/// f(z,y, z)dxdydz =

_ ///f[cp(u,v,w),w(u,v,w),,u(u,v,w)] D, v, )| dudvduw. (7)

Priklad 7.6 Vypocitajme

///Z\/:E2+y2dxdydz,

ak oblast w je ohranicend rovinamiy =0, y =x, 2 =0, z = 4 a valcom x* + y* = 2z.

Riesenie. Oblast w mdZzeme popisat takto:

0<¢<mn/4,
0<p<2cos,
0<z <4.

X24y?=2x

Ohranicenie pre siradnice p a ¢ uréime z priemetu oblasti w do roviny (z,y). Plati

w/4  2cosp 4 /4 2cos 5
///z\/x2+y2dxdydz = /dgp /dego/zdz = /dgp /pz[%]édp:
w 0 0 0 0 0
/4 2cos w/4
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dp [ plglode =8 [5]™  dp=--- =128/9.
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Priklad 7.7 Vypocitajme

[ [ [ dsdui=

w

ak oblast w je ohranicend plochou (x* + y* + 22)% = 3xyz, ak x> 0, y > 0, 2 > 0.

Riesenie. Oblast w moézeme popisat takto: 0 < ¢ < 7/2; 0 < v < 7/2; 0 < r <
\ng/singpcosgosinzvcosv. Plati

w/2 w/2 %%/simpcosgosing'ycosw
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Poznamka 7.4 Ak jakobidan zobrazenia nemeni znamienko a rovnd sa nule
- v jednotlivijch bodoch alebo krivkdach (pri dvojnijch integrdloch),
- v jednotlivijch bodoch alebo krivkdach alebo plochdch (pri trojnijch integrdloch),
potom v mnohijch pripadoch zostava veta o transformdcii dvojnijch, resp. trojnijch integralov
v platnosti. Opodstatnenost tohto postupu v kaZdom pripade treba vysetrit zvldst. 'V pripade
transformdcie pomocou poldarnych, cylindrickych alebo sférickiyjch suradnic posledné dve vety
o transformdcii platia aj za takto rozsirenigch predpokladov.



