10.7 Integral funkcie komplexnej premennej

V tejto ¢asti budeme sa zaoberat integralom z funkcie komplexnej premennej, ukédzeme jeho
suvislost s krivkovym integrédlom 2. druhu realnej funkcie.

Nech v oblasti Q C C' je dana funkcia f : Q — C a orientovana krivka konec¢nej dizky I' =
{zeQ: z=2z2()=2()+iy(t),t € (a,b)}. Nech D = (21)7_, 2 = 2(tx), k=0,1,2,....n
je delenie krivky I' a Dy = (tg)p_y, @ = to < t; < --- < t, = b jemu zodpovedajice delenie
intervalu (a,b). Nech 74, k = 1,2,...,n je Tubovolny bod z intervalu (t,_1, tx), & = z(7%), kde
7. Urobme sucet

Sp(D) = f(&) (2 — 21) = Y (&) Dz
k=1 k=1

Sucet S;(D) nazyvame integralny stucet funkcie f pre delenie D krivky I' a pre dany
vyber bodov &, kK = 1,2,...,n. Podobne ako pri krivkovych integraloch funkcie reélnej
premennej definujeme aj dalSie pojmy ako norma delenia, normélna postupnost deleni, in-
tegrovatelna funkcia. Ak funkcia f je integrovatelna na krivke I' a delenie D,, je normalne,

tak lim Y f(&)Az, sa nazyva integral funkcie f po krivke I' a oznacujeme ho [ f(z)dz.
o0 =1 r
Veta 10.8 Nech funkcia f je spojitd na oblasti Q). Nech f(z) = u(x,y) +iv(x,y) a nech

[ je po castiach hladkd (orientovand) krivka. Potom existuje integrdl funkcie f na krivke I' a
plati

/ F(2)dz = / (s y)de — vz, y)dy + i / oz, y)dz + ulz, y)dy.

Teda vypocet integralu funkcie komplexnej premennej po krivke v Gaussovej rovine mozeme
nahradit vypoc¢tom dvoch krivkovych integrdlov druhého druhu funkcie reélnej premennej.
Specidlnym pripadom je integral komplexnej funkcie redlnej premennej f(z) = f(t) = u(t) +

iv(t). Plati b b
/f(t)dtz/u(t)dt—l—i /v(t)dt.

Pre vypocet [ f(z)dz plati
T

b

/f(Z)dZZ /f(Z(t))Z'(t)dt = /[U(fv(t%y(t))x'(t) —o(x(t), y(2))y' (1) di+

a

i / o (8), y (1) () + uz(t), y(6))y (D).

Integral funkcie komplexnej premennej ma podobné vlastnosti ako krivkovy integral druhého

druhu v realnom obore.
Nech I' : (a,b) — C je po ¢astiach hladka krivka. Nech f; : C D Dy — C, st inte-
grovatelné funkcie na krivke I' a ¢, € C, k = 1,2 st dané ¢isla. Potom plati:

° lf(clfl(z) + e fa(2))dz = 1I fi1(2)dz + ¢ 1[ fa(2)dz,



e funkcia f je integrovatel’né na krivke I' (opac¢ne orientovanej) a plati

J1(z)dz =] ] (2)

e nech I' =T @ Ty, kde 'y, T’y st po Castiach hladké krivky a funkcia f je integrovatelna
na I'y,I's. Potom plati

Fff( dz-ff dz+ff
o |Fff(2)d2| §!|f(z)|d3-

Priklad 10.4 Vypocitajme: a) [ zdz, kde krivka v je tsecka z(t) = 3t + 4ti, t € (0,1), b)

5
[(z—=1)"*dz, kde T je kladne orientovand cast kruznice z(t) = 1+ Re't, t € (0,7/2), R >0 .
r
Riesenie. a) Na vypocet daného integralu pouzijeme vztah
b 1
/f(z)dz _ /f(z(t))z’(t)dt _ /(St S )(3 4 4i)dE = (34 40)%/2.
~ a

0

b) Grafom krivky T je ¢ast kruznice so stredom v bode zy = 0 a polomerom R so zaciatonym
bodom R a koncovym bodom i R. Podobne ako v a) plati

/2

/ f(2)dz = / F(=(8))2/(8)dt = ijiiitdt:ig.

Definicia 10.15 Nech 2 C C je oblast a nech siu dané funkcie f : Q) — C, F: Q — C a
nech funkcia F je analytickd na oblasti 2. Hovorime, Ze funkcia F' je primitivna funkcia
k funkcii f na oblasti Q0 prave vtedy, ked pre vsetky z € Q plati F'(z) = f(2).

[e=]

Veta 10.9 Nech funkcia f : C D Dy — C je spojitd a md v oblasti 2 C Dy primitivnu
funkciu F'. Nech krivka T leZi v oblasti ) a je po castiach hladkd so zaciatoénym bodom z, € €
a koncovy’m bodom z, € ). Potom plati
f f(2)dz = F(z3) — F(z1), t.J. hodnota integrdlu nezdvisi od integracnej cesty.

V nasledujicej ¢asti sa budeme zaoberat integralmi z analytickych funkcii po uzavretych
krivkach, kde je podstatny rozdiel medzi analyzou v komplexnom a realnom obore.

Veta 10.10 (Cauchyho zdkladnd veta) Nech Q@ C C' je jednoducho suvisld oblast a nech
funkcia f: Q — C je analytickd na 2. Nech I' C Q je lubovolnd po castiach hladkd uzavretd

krivka. Potom plati
§ )z =
r

Veta 10.11 (Cauchyho veta pre viacndsobne sivisli oblast) Nech ', T'y, ..., T, si jednoduché
uzavreté kladne orientované krivky a nech 'y, ..., Iy, leZia vo vnitri krivky U tak, Ze Ziadne
dve ani tch vnitra nemaju spolocné body. Nech krivka I' a jej vnitro, bez vnitorngch bodov
kriviek 'y, ..., T, leZia v oblasti ). Nech funkcia f je analytickd na oblasti Q2. Potom plati

j{f(z)dz _ 7§f<z)dz+7§f(z)dz+~~+ff(z)dz



Pomocou Cauchyho vety sa da ukazat, ze za urcitych predpokladov sa daji hodnoty ana-
lytickej funkcie vo vnitornych bodoch oblasti uréit na zaklade hodnot tejto funkcie na hranici
oblasti.

Veta 10.12 (Cauchyho integrdlna formula) Nech na oblasti Q2 je funkcia f analytickd. Nech
I' je jednoduchd uzavretd kladne orientovand krivka, ktord lezi so svojim vnitrom A v oblasti
Q. Nech bod z lezi vo vnitri krivky T (z € A). Potom plati:

ESYEIG
=g s
r
1
j{z?+1dz7

Y

Priklad 10.5 Vypocitajme

kde ~y je: a) kladne orientovand kruznica |z —1| = 1, b) kladne orientovand kruznica |z —1| = 1,
¢) kladne orientovand kruznica |z| = 2.

Riesenie. Dany integral upravime a pouzijeme Cauchyho integralnu vetu v a) Casti a
Cauchyho integralnu formulu v ¢asti b), ¢). Dostavame

1
ds —
7{22%—1 2=0,

y

pretoze podintegrilna funkcia je analytickd na nejakej otvorenej oblasti €2, pricom kruznica
|z — 1| = 1 spolu so svojim vnutrom lezi v oblasti €.

b) Dany integral upravime tak, aby funkcia v ¢itateli bola analyticka vo vnutri kruznice |z —1| =
1 a podla Cauchyho integralnej formuly nechame v menovateli z — zg, 2o = i, t.j. bod 2y je
bod, v ktorom podintegralna funkcia nie je analytickéa

1 1 1 1
dz = udz—?wz - =27Ti— = T.
2241 z—1 240, 2

Y Y

c) Podintegralna funkcia teraz nie je analytickd vo vnutornych bodoch kruznice |z| = 2, a to
v bodoch i, —i. Pouzijeme Cauchyho vetu pre viacnasobne suvisli oblast a potom v bodoch
1, —i Cauchyho integrélnu formulu
1
dz =
]4 22 +1

Y

N —1 o -1
z—1 z4+1 2% =2

|z—i|=1 |z+i|=1

Veta 10.13 (Zovseobecnend Cauchyho integrdlna formula) Nech na oblasti Q je funkcia f
analytickda. Nech I' je jednoduchd uzavretd kladne orientovand, po castiach hladkd krivka, ktord
lezi so svojim vnitrom A v oblasti ). Potom funkcia f md v kaZdom bode z € A derivdciu

lubovolného radu a plati:
n! f(
27”7{ = n+1 n=12,....
r




Priklad 10.6 Vypocitajme

1
% (z—=1)3(z+ 1)3d2’

v

ak v je kladne orientovand kruznica: a)lz — 1| =1, b) |z + 1| = 0.5, ¢) |z| = 2.

Riesenie. Budeme postupovat podobne ako v predchédzajicom priklade s tym, Ze podin-
tegralnu funkciu prispésobime zovseobecnenej Cauchyho integralnej formule.

a)
1 B (z+1)73 L
]{ 120+ 1)3‘[2 - 7{ (- — 1) d

|z—1|=1 |z—1]=1

211 12 12m¢  3ma
_ =" 1 -3 "o ol ——= et _2r0

2' [(Z+ ) ]271 T |:(Z+ 1)5:|Z_1 25 8

b) Postupujeme podobne ako v pripade a)

7{ (- 1)31(z P j{ %dz =

|2+1]=0.5 |2+1]=0.5
21 " 12 1272 3m1
- _ 1 -3 — A [P, = = -
N I R
c)
1
dy —
j{ (z—=1)3(z+1)3 ®
|z|=2
1 1
= d dz = 0.
74 Co1pGe T 7{ 1P+ 1)p
l2—1|=1 |2+1|=0.5

Nasledujuca veta je v istom zmysle obratenou vetou ku Cauchyho zakladnej vete.

Veta 10.14 (Morerova veta) Nech funkcia f je koneénd a spojitd v jednoducho sivislej
oblasti @ C Dy C C a nech . f(z)dz = 0, kde I' je lubovolnd jednoduchd, uzavretd, po

castiach hladkd orientovand krivka, ktord leZi celd v oblasti ). Potom je funkcia f analytickd
na €.

Veta 10.15 (Liouvilleova veta) Nech funkcia f : C — C je analytickd a ohranicend na C.
Potom funkcia f je na C konstantnd.
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