5.3 Postup pri rieSeni niektorych diferencidlnych rovnic prvého radu
5.3.1 Diferencialna rovnica y' = f(x)

Je to najjednoduchsia diferencialna rovnica typu v’ = f(x,y).

Veta 5.1 Nech f : (a,b) — R je spojitda funkcia. Potom kaZdgm bodom [z, o] oblasti
P =A{[z,y] : = € (a,b),y € R} = (a,b) x R prechddza prave jedno rieSenie y : (a,b) — R
diferencidlnej rovnice y' = f(x). Toto rieSenie mozZeme zapisat v tvare

3/_3/0+/f(t)dt-

5.3.2 Diferencialna rovnica y' = f(z)g(y)

Rovnica
y = f(z)g(y) (1)
sa nazyva rovnica so separovatelnymi premennymi a metoda, ktorou ju budeme riesit, sa nazy-

va separacia premennych.

Pri oznaceni derivacie iy = dy/dx mdZeme dant rovnicu zapisat v tvare

Y~ f@ly)

Budeme predpokladat, ze funkcie f : (a,b) — R, g : (¢,d) — R st spojité a pre kazdé
u € (¢,d) je g(u) # 0. Ak y je rieSenim danej diferencidlnej rovnice na intervale (a,b), tak
y'(z) = f(x)g[y(z)] pre kazdé = € (a,b) a teda

y'(r) .
gly(x)] fle).

Tuto rovnost mozeme integrovat v hraniciach od zg po x pre kazdé x € (a,b). Dostavame
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/
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y'(t)
gly(t)]

dt = /:f(t)dt.

Pouzitim substitucénej metdédy dostaneme
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T Y

Ak F: (a,b) > R, F(z)= [ faG:(c,d) = R, G(y) = [ 1/g, tak Gly(x)] = F(z) pre kazdé
) Yo

x € (a,b). Tato rovnicu vieme jednoznacne riesit vzhladom na y, pretoze G'(y) = 1/g(y) # 0

na intervale (c,d) a teda funkcia G je rydzomonoténna. Ak G~! je inverzna funkcia k funkcii

G, tak y(z) = G7[F(z)].



Poznamka 5.1 Ak F, resp. G je lubovolnd primitivna funkcia k funkcii f, resp. k funkcii
1/g, tak G(y) = F(z) + C, kde C je lubovolnd konstanta. Vztahom

y(z) = G [F(2) + C]

su urcené vsetky rieSenia rovnice y' = f(x)g(y) , kde je zdéraznend lubovolnost konstanty C' bez
urcenia zaciatocnijch podmienok. Takéto rieSenie sa casto nazyjva vseobecnym rieSenim danej
diferencidlnej rovnice. Partikuldrne rieSenie, ktoré vyhovuje zaciatocnej podmienke y(xqo) = 4o
dostaneme zo vseobecného riesenia, kde C je riesenim rovnice yo = G~ [F(xo) + C].

5.3.3 Linearna diferencialna rovnica prvého radu

Linearna diferencialna rovnica prvého radu je rovnica y' = a(x)y+b(x). Budeme predpokladat,
ze funkcie a, b st spojité funkcie na intervale I.

Homogénna rovnica

Ked b(x) = 0 pre kazdé x € I hovorime o linearnej diferencidlnej rovnici bez pravej
strany alebo o homogénnej linearnej diferenciélnej rovnici, v opa¢nom pripade hovorime o
diferencialnej rovnici s pravou stranou alebo o nehomogénnej lineérnej diferencidlnej rovnici
prvého radu. Tento nazov vznikol zo zapisu rovnice v tvare y' — a(z)y = b(x).

Homogénna rovnica ' = a(x)y ma rieSenie y = 0 pre kazdé x € I. Pomocou metody
separacie premennych budeme hladat len tie rieSenia y = y(x), pre ktoré plati y(z) # 0, = € 1.
Pre y # 0 dostaneme

— =a(z)dz, Inly|l= /a(:x)dzlr +c,
’y‘ _ ef a(z)dztc _ €f a(:):)davec7
kde ¢ je Tubovolna konstanta. Funkcia y je na intervale I spojitd a teda na tomto intervale je

bud kladné alebo zaporna. Pre y > 0 je y = el *@% g4 pre y < 0 je y = —etel a@)dr,

Teda v8etky rieSenia linearnej homogénnej diferencialnej rovnice (vSeobecné rieSenie) mézeme
zapisat v tvare

y=Celo@d R, zel, (2)

pretoze rieSenie y = 0 dostaneme pre C' = 0.

Partikularne rieSenie, ktoré vyhovuje zaciatoénej podmienke y(zg) = yo dostaneme zo
vSeobecného riesenia v tvare
[ a(tyde
Y = Yo€* . (3)

Nehomogénna rovnica

Riesenie nehomogénnej rovnice najdeme pomocou metédy variacie konstant. RieSenie
budeme hladat v tvare y = C(z)yy, kde y; = e/ *®) je riesenie homogénnej rovnice a C(z) je
nejaka diferencovatelna funkcia na I. Potom pre kazdé x € I je y/'(z) = C'(x)y1(z)+C(x)y; ()
a pretoze y je rieSenie nehomogénnej rovnice, tak

C'(@)y(z) + Cl@)yi (z) = a(z)C(x)yi () + b(x).



KedZe y; je rieSenie rovnice y' = a(x)y, tak pre kazdé x € I plati yj(z) = a(z)yi(z). Potom z
predchadzajucich rovnic dostavame

C'(z)yi(z) + C(x)a(z)yi (z) = a(x)C(z)yi(z) + b(x).

Po uprave

Vzhladom na spojitost funkcii y1, a je

C(z) = / yy 'b(x)dx + k = / e~ @y () dr + k,

kde £ je Tubovolna konstanta. To znamena, Ze vSeobecné rieSenie nehomogénnej rovnice ma

tvar
y = (/ e_f“(z)dxb(x)cm + k:) ef alw)dz

Pre partikularne rieSenie vyhovujtce zaciato¢nej podmienke y(xy) = yo dostéavame

" ] a(s)ds [ a(t)de)
Yy = /e 20 b(t)dt + yo | e ) (4)
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