16 Niektoré aplikacie

Cier

V tejto ¢asti, ktord uvadzame ako prilohu, chceme Studt
oboznami s moznogou pouZitia niektorychiastipredmet
Matematickd analyza Il na rieSenie ulohdznych oblas
technickej praxe. VAladom na ohrateny ¢asovy priestc
uvedieme iba niektoré konkrétne aplikacie.

Pouzitie Fourierovych radov
Priklad N&jdime periodické rieSenie rovniog -y =|sint|.

RieSenieFunkciu sint| rozvinieme do Fourierovho radu
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RieSenie rovnice predpokladame v tvare
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Diferencialne rovnice |. radu

Priklad V elektrickom obvode s rezistorom odpdrRua cievkou indu&nosti L, ktory je pripojeny na
zdroj konstantného napatid, urcime, aky je prad v zavislosti ase.

RieSeniePouZzitim Ohmovho a Kirchhoffovho zakona zapiSemaicu

RieSenim tejto rovnice je kazdéa funkcia vo vSeobetivare
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Priklad Vypocitajme mnoZzstvo radioaktivnej latky v 'ubovd’nom okamihut .

RieSeniePredpokladajme, Zedaset =t, je m, jednotiek latky. Rychlasrozpadu radioaktivnej latky
je umerna mnozstvu pritomnej latky. Padivedeného zakona rozpadu plati
dm _
e
kde m=m(t) je spojitd funkcia,k >0 je konStanta Umernosti. RieSenim uvedenej rovsppelu
s pasiatacnou podmienkoum(t, ) = m, je funkcia

—-km,

m=mye <),
Sustavy diferencialnych rovnic

Priklad Stanovme prudy,(t) ai,(t) v obvode na obrazku, &ecievkou v okamihu pripojenia zdroja
konstantného napatia(t) =U, preteka prud, a na kondenzatore bolo v tomto okamihu napétie
Pripojenie napatia uvazujeme v okamiha 0.

Ulohu dorie$ime s hodnotardi, =10V, i, =05A,U. =20V, R=100Q,L=2H,C=10"F.
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RieSenieNa zaklade Kirchhoffovych zakonov dostaneme tietmice
di o
d_t1+ R(i, —i,) =U,

N
R(i, —|1)+Ej;|z(s)ds+uc =0.

Zgiatocna podmienka je,(0) =i,. Prva rovnica je diferencidlna, druha rovnicarjeegralna. Ak ju

zderivujeme, dostaneme
di, di,) 1.
——-—= [+ —=i,(t) =0.
R(dt dtj C :(1

Integraciou tejto rovnice v hraniciach @ddot dostaneme
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Ak plati
Rli, (0)-i,(0)] =U_, cize
i,(0) = _U?c_,_i()’

pévodna sustava so &@atocnou podmienkoui, (0) =i, je ekvivalentna so sustavou diferencialnych

rovnic
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Tuato sustavu s konkrétnymi hodnotami dorieSime eligrina metddou.

Odtial

di, =-50i, +50i, +5
dt
di . .
—2 =-50i, =50, +5
so z&iatocnymi podmienkami
i,(0)=05
i,(0)=03

RieSenim tejto sustavy je
i, (t) = 04e™* cos50t + 0,3e™* sin50t + 01

i,(t) = 03e™" cos50t — 0,4e°* sin50t .

Priklad. Model Lovec -koris

Nech x(t ), y(t) su populécie predatorov a ich koristiaset. Predpokladame, Ze

(i) Nepritomnos predatorov znamena4, Ze kariastie rychlogou priamo Umernou Vkosti svojej
populacie.
(i) Ak nie je pritomnd kori§, tak populacia lovcov klesa imerne svojdjkeesti.
(i)  Pritomnog’ aj koristi aj predatorov spbsobuje rast populgmiedatorov a pokles populécie
koristi, t.j. populacia predatorov rastie a populacia kidklssa imerne sinu oboch populacii.

Tieto predpoklady vedu k nasledujucemu systému diferierycia rovnic

%:ax—bxyZ x(a-by), ab>0,

d
d—i’ =-py+agxy=-y(p—-gx), p,q>0.



Je zrejmé, Ze obe derivaaik/dt, dy/dt su nulové ak
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Hodnoty x,, y, predstavuju ekvilibrium (rovnovahu).

* Model superenia
Nech x(t), y(t) su dve populacie superiace o zdroje potravy. Patepritomnos jednej populécie
pbsobi priaznivo na rast druhej populacie a nagméfomnos jednej populacie spdsobuje pokles
druhej populécie. Tieto podmienky vedu k nasledujacemeésystiferencialnych rovnic.

dx = ax—bxy:bx{%— yj, a,b> 0,

d
_y: py—qu:qy{ap—x} p,q>0.

|

Je zrejmé, Ze ekvilibrium nastava v bdclﬂ q,a/b). Ak uvazujeme superenie v ramci toho istého
druhu, tak mame

dx ;
— =ax—a, X" —bxy,
at a; Y,

d
d—f = py- puy? - Oxy.

Aplikacie dvojnych trojnych a krivkovych integralov

» Geometrické a fyzikalne aplikacie dvojnych a trojnych integralov.

+ Necho je meraténa mnozina VR*. Potom pre jej obsah plati

P:”dxdy.

. Ak f(x,y) =0 na mnozineo, tak pre objem telesa zostrojeného nad mnozmaulati

V= j j f (x, y)dxdy.

+ Nechw je uzavretd merated mnozina R*. Pre objem mnoziny plati
V= ”jdxdydz

* Nech je plochaSurcena rovnicow =r(u,v), (u,v) 0 B. Necho je takd merati&a
podmnozinaB, Ze jetag’ou roviny ohranienou paastiach hladkou jednoduchou uzavretou
krivkou. Nech parcialne derivacig, r, sl spojité na mnozZine , t.j. plochaSje na
mnoZzineo hladk4 . Potom pre obsdP(o) plochy S plati:



P(9) = [[|r xr.[dudv.

Ak je plocha$S ureena rovnicouy = f(x,y ) (x,y) Do, pricom z,,z, si na mnozine
spojité funkcie, potom

P(0) = [[{1+(2)? +(z})dxdy.

Nech je rovinnd oblaso dvojrozmernd merated mnoZzina, ktorej ploSna hustota v jej
ubovd’nom bodeX =(x,y )e u(x,y). Majme za tlohu @t hmotnos rovinnej oblasti

o . Celkovd hmotnasrovinnej oblasti o je
m= ”,u(x, y)dxdy.

g
Poznamka.Podobne mbézeme postupévari rieSeni ulohy vyp&iu prietokového mnoZstva

tekutiny, ktora preteka cez potrubielkgch rozmerov a v jednom reze kolmom na os potriéia
dana rychlos prudenia (v jednotlivych bodoch rezu je funkciaix, y) ).

Pri vypatte statickych momentov hmotnej oblastivzh'adom na o, , resp.o, je
S, = [[yux y)dxdy S, = [[xu(x, y)dxdy.

Sdradnicg’aziskaT = (X, y;) hmotnej oblastic v pravouhlom suradnicovom systéme su:
S S

—_ Yy —_ X
X, = —, oy ==X,
T m’ 7T m

Moment zotrvanosti hmotnej oblastr vzhladom na o, , resp.o, , resp.o, je:
I, = [[y2uexy)dxdy 1, = [[xCux y)dxdy 1, = [[(¢ +y?)u(x y)dxdy.

Nech teleso/ je trojrozmerna meratea mnozina, ktorého objemova hustota v
Tubovd’nom bodeX = (x,y,2)je u(x,y,z). Hmotnos telesaV je:

m= ”j,u(x, y, Z)dxdydz

Staticky moment telesd vzh'adom na rovinw,,, resp.o,,, resp.o,,je

Xy ! yz?

= HI zu(x,y,z)dxdydz S, = I ”x,u(x, y,z)dxdydz ,S,, = ”J' yu(X,y, z)dxdydz

Sdradnice’aziskaT = (X;, ¥;,Z,) telesaV v pravouhlom suradnicovom systéme su:
Syz S Sxy

X, = —=, =*x z =2,
T m T m’ T m

Moment zotrvanosti telesa/ vzhladom na o, , resp.o, , resp.o, je:

=[O + 2 ux . dxdydz 1, = [[[(¢ + 2)u(x.y, xdydz |

| = [[JO¢ +y*)u(x y, 2)dxdydz

Nech je dané telesd a bod X, = (X, Y,,2,) mimo neho. Mame vygdtat’ gravitacny
potencial tohto telesa v bod¢,. Potencial v bodeX, mozno vypditat’ pod’a vzorca

X
v®) =K[[[ % o

pre kazdu:as EtelesaA, kde k je gravita&na konstanta.



* V priestore je rovina a v tejto rovine mnoZzina, ktora pieedsge vrstvu elektrického
naboja s ploSnou hustotou nabgja. Je dany bodX, mimo A a je potrebné it

elektricky (coulombovsky) potencid@l v bode X, budeny vrstvouA. Pre adany
potencial plati

” H(X,Y) dxdy
T [ x ) Y-yt 2
pricom ¢ je dielektricka konStanta.

» Fyzikalne aplikacie krivkového integralu

Nech u(M )je linearna hustota kubovd’nom bodeM po ¢astiach hladkej krivkyC orientovanej
suhlasne s jej parametrickym vyjadrenim, potom:
*  Hmotnos m krivky C je:

m:Iy(M)ds.

» Suradnice’aziskaT = (X;,Y;,Z;) krivky C su:

1 Syz
X = [xu(M)ds=—2=, ——jyy(M)ds-
c

iw

* Nech je silové pole dané vektorovou funkcigiM ) , potom pracaA tohto pd'a po krivke
C je:

A:juM)ms
C

Ak tato praca nezavisi od integreej cesty, silové pole sa nazyk@nzervativne a potencial funkcid
sa nazyvaotencial silového pdia. Ak tato praca zavisi od integreej cesty, silové pole sa nazyva
disipativne.

Nech G je otvorena ploSne jednoducho suvisla mnozirech je vektorova funkcia spojita
na mnozineG , ktora mé spojité parcialne derivacie na mnoXineNutnd a postajuca podmienka
na to, aby existoval potenciél funkcief , f =gradJ , je rotf(M) =0 na mnozZineG .

Teda ak funkcid = P(x,y, 2)i +Q(X, Y, 2)j + R(X,y, 2k ma potencid) na mnozineG, potom

dU = P(x, Yy, 2)dx+ Q(X, Y, 2)dy + R(x, y, 2)dz

je totalnym diferencialom funkcig a plati:
ouU ouU ouU
—— = P(xv,2, —=Q(xy,2, —=R(xV.,2).
0Xx oy 0z
Teda
oP_0Q 0Q_0JR OR_0P

dy ox 0z ay X 0z

Priklad Je dané poleF : R? _>V(R2),F(X, y):(2xy, x2+9y2). Zistime, ¢i je pole potencialne
a najdeme jeho potencial.



9Q (x,y)=2x, teda®® = %—2 a pole je potencialne.

X oy
Potencialu (x,y) najdeme takto

RieseniePlati Z—P (x,y)=2x,
y

U(x y)= [2xydx=x*y +¢(y) (@)
W o +y(y)=x* +oy’
ay
Odtid’ vyplyva
@'(y) =9y?
W(y) =3y +k

Po dosadeni dof) dostaneme potencial
U(x,y) = x*y +3y° +k.
Laplaceova transformacia

Priklad Uréime pradi(t), t 0(0,«0) v obvode na obrazku, ktory boldaset =0 pripojeny na zdroj
napatiau(t) =U, sinat , aki(0+)=i,, « OR.
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RieSeniePriebeh prudu v danom obvode opisuje diferencialna rovnica
Ld(lj—g) +Ri(t) =U, sinwt
ktoré sa za predpokladu, ¥& D, L {i(t}} = 1 (p), transformuije do tvaru

, U,
pLi(p)=Liy + Rilp) =

odkia’
()=t )
L L
Ked'Ze plati
w . w P L, 1
2 2
(p2+w2{p+] P Flfz p? + o’ p+L

z (X¥) dostaneme
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z ¢oho pouzitim tabiky originalov a obrazov Laplaceovej transformadiestaneme
R
R R . =% -
. : -] - Rsinwt — L +L Lo -F
|(t):$L £s|nwt_cosa)t+e Lt +|0e |_t =U0 sinwt wcosa)'; we +I0e Lt
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