12.4 Geometricky vyznam derivacie komplexnej funkcie komplexnej
premennej

Teraz sa budeme sa zaoberat geometrickym vyznamom derivicie komplexnej funkcie kom-
plexnej premennej. Predpokladajme, Zze funkcia f je analytickd v bode zy € C a nech
f'(z0) # 0. Derivaciu f’(zo) mozeme zapisat v tvare f'(z9) = |f'(z0)]€'?, kde ¢ = arg f'(20).
Nech 7 : (a,b) — C, pricom pre nejaky bod ty € (a,b) je v(to) = 20, 7' (to) # 0. Nech krivka ~y
lezi v nejakom okoli O(zg) bodu zj, na ktorom ma funkcia f derivaciu. Smerovy vektor dotyc-
nice S, (to) ku krivke v v bode to je S,(to) = ' (t0)/|7'(to)|. Cislo a = arg S, (to) = arg+'(to)
udéva velkost uhla, ktory zviera smerovy vektor doty¢nice S, (ty) so smerovym vektorom klad-
nej casti redlnej poloosi v rovine z.

Nech zobrazenie w = f(z) priradi bodu zy roviny z bod wy = f(2¢) roviny w a krivke
v roviny z priradi krivku I' roviny w, pricom I'(ty) = f(v(t0)) = f(20) = wo a I"(ty) =
f'(z0)7 (to) # 0. Smerovy vektor doty¢nice ku krivke I' ma podobny vyznam v rovine w ako
smerovy vektor ku krivke v v rovine z, pricom

_ () f'(20) ¥(to)
o0 = 5e0) = TGl )]

Nech 8 = arg Sr(ty) = argI”(ty), potom 3 = ¢ + a — 2km, kde celé &islo k zvolime tak, aby
bolo € (—m, ). Odtial dostavame

arg f'(z0) = arg Sr(tg) — arg S, (to) + 2km.

Cislo |z — 2| udava vzdialenost bodov z,z, v rovine z a &slo |f(z) — f(z0)| vzdialenost

bodov f(2), f(z0) v rovine w. Ak f’(z) # 0, tak
£(z) = f(z0)| = [f(20)l]z — z0l.

O geometrickom vyzname derivacie komplexnej funkcie komplexnej premennej hovori veta:
Veta 12.6 Nech funkcia f je analytickd v bode zo € C' a nech f'(zy) # 0. Potom

o arg f'(29) uddva velkost uhla, o ktoryj je potrebné pootocit smerovy vektor dotycnice lubo-
volnej krivky v v bode ty na to, aby sme dostali smerovy vektor dotycnice krivky I’ v bode
to pri zobrazeni w = f(z);

o |f'(2)| charakterizuje velkost dilatdcie (predlZenia, skrdtenia) vektora z — zy pri zobra-
zeni w = f(z) vzhladom na vektor f(z) — f(z0) (nazgyva sa aj koeficient dilatacie
zobrazenia f v bode z).

Uvazujme teraz v rovine z dve krivky 7,7, podobnych vlastnosti ako krivka v v predchédza-
jucom pripade. Bod zy je spoloénym bodom tychto kriviek. Nech v zobrazeni w = f(z) im
odpovedaju krivky I';, 'y v rovine w. Prieseénikom ich grafov je bod wy = f(zo).

Ak je funkcia f analytickd v bode zg a f'(29) # 0, tak zobrazenie f zachovéava velkosti orien-
tovanych uhlov, ktoré zvieraju krivky vychadzajiuce z bodu zy (t.j. zachovava uhly z hladiska
velkosti aj orientécie).

Definicia 12.3 Hovorime, Ze zobrazenie f na oblasti 0 C C na oblast Q; C C je kon-
formné v bode z; € Q prdve vtedy, ked je v bode zy spojité a zachovdva uhly, ktoré v bode zg
zuieragu krivky prechddzagice tymto bodom.

Hovorime, Ze zobrazenie [ je konformné v oblasti Q C C prdve vtedy, ked je injektivne
a konformné v kazdom bode z € Q).



Ak funkcia f : C D Dy — C je analyticka v oblasti 2 C Dy, potom zobrazenie w = f(z) je
konformné v kazdom bode 2, € €2, v ktorom plati f'(z,) # 0.

Nech funkcia f(2) = u(x,y) + iv(z,y) je analytickda v oblasti Q@ C C. Ukazali sme, Ze na
oblasti €2 musia byt splnené Cauchy-Riemannove podmienky

Up = Uy, Uy = —Uy.
Po derivovani prvej rovnosti podla z a druhej podla y dostavame
Upy = Vgy, Uy = —Vgy.

Po séitani poslednych dvoch rovnic dostaneme ,, +u,, = 0. Derivovanim prvej rovnosti podla
y a druhej podla x po od¢itani dostaneme v,, + v,, = 0 pre Iubovolny bod (z,y) € G.

Definicia 12.4 Hovorime, e funkcia F : R* D Q — R je harmonicka v oblasti Q prdve
vtedy, ked md v oblasti Q spojité parcidlne derivdcie druhého rddu a pre vietky (x,y) € Q plati

AF =Fp + F,y =0,
t.7. v oblasti Q vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

Definicia 12.5 Nech funkcie u,v su harmonické funkcie v oblasti €. Hovorime, Ze funkcie
u,v st zdruzené harmonické funkcie v Q prdave vtedy, ked v oblasti Q0 splnaji Cauchy-
Riemannove podmienky.

Veta 12.7 Ak je funkcia f = u+iv analytickd v oblasti 2 C C, tak jej zloZkyu: Dy — R,
v : Dy — R si zdruzené harmonické funkcie v Q) prave vtedy, ked v oblasti Q0 spliaji
Cauchy-Riemannove podmienky.
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