10.5 Derivacia komplexnej funkcie komplexnej premennej

Pojem derivacie komplexnej funkcie komplexnej premennej sa zavadza podobne ako deriva-
cia funkcie realnej premennej, ale niektoré vlastnosti diferencovatelnych komplexnych funkcii
komplexnej premennej sa od vlastnosti diferencovatelnych funkcii realnej premennej znacne
odlisuju.

Definicia 10.10 Nech je dand funkcia f : C D Dy — C* a nech z, je vnitorngym bodom
mnoziny Dy. Hovorime, Ze funkcia f md v bode zy derivaciu f'(zy) prdve vtedy, ked existuje
konecnd limita

lim f(Z) — f(ZO) _ f/(ZO)‘
220 Z— 20

Nezavadza sa pojem nevlastnej derivacie komplexnej funkcie komplexnej premennej a ani
derivacia v bode oo.

Veta 10.5 Nech funkcie f, g maju v bode zy derivdcie, potom

o funkcie f,g su spojité v bode zy,

e v bode zy maji deriviciu aj funkcie kf, k € C, f+g, f-g a plati (kf)'(20) = kf'(20),
(f+9)(20) = f'(20) + §'(20), (f-9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)d'(20). Ak okrem toho je
g(z0) #0, md v bode zy deriwdciu aj funkcia f/g, pricom plati

([)/ (z0) = f'(20)9(20) — f(20)9'(%0)
g

9*(20)

Y

o ak md funkcia f derivaciu f'(wo) v bode wy = g(2g), potom md zloZend funkcia h(z) =
f(g(2)) derivaciu v bode zy a plati h'(z0) = f'(9(20))9'(20),

e nech f'(z0) # 0. Nech f(z0) = wy € C a nech existuji okolia Os(2), O-(wo) tak, Ze
f : Os(z0) — O:(wg) je vzdjomne jednoznacné zobrazenie. Potom inverzné zobrazenie

I~ Oc(woy) — Os(20) md derivdciu v bode wo a plati (f~) (wg) = m (z0 = fH(wp)).

Pre derivovanie elementarnych funkcii komplexnej premennej platia podobné vzorce ako pri
realnych funkciach. Podobne ako pri funkcii redlnej premennej sa definuju tiez vyssie deriva-
cie, diferencovatelnost a diferencial jednozna¢nej komplexnej funkcie komplexnej premenne;.
Uvedieme vetu o nutnej podmienke existencie derivacie komplexnej funkcie komplexnej pre-
mennej.

Veta 10.6 (nutnd podmienka existencie derivdcie) Nech je dand funkcia
f:CD>Dy— C, f(z) =ulz,y) +iv(x,y) a nech zg = xo+ iy je vnitorny bod mnoZiny Dy.
Nech funkcia f mad derivdciu v bode zy. Potom su funkcie u,v diferencovatelné v bode (xo, yo)
a plati
Uz (Zo, Yo) = vy(To,40),  ty(@o, yo) = —va (0, Yo)-
St to tzv. Cauchy-Riemannove podmienky, kde u,, u,, v, v, st parcidlne derivdcie funkcii
U, V.

Ak st splnené predpoklady poslednej vety, tak plati

f'(20) = ua(0,90) + i ve(20,90) = Uy(xOJ Yo) — iuy(xOJ Yo)-

Veta 10.7 (postacujica podmienka existencie derivicie) Nech funkcie u : R*> D — R,
v: R? D D — R si diferencovatelné v bode (0, 10) € R?, ktory je vmitorngm bodom D a nech
v tomto bode vyhovuji Cauchy-Riemannovym podmienkam. Potom funkcia f : C D D — C,
f(z) =u(x,y) +iv(z,y) md deriviciu v bode zy = xo + i Yo.



Poznamka 10.4

o Funkcia f : C D Dy — C md vo vnitornom bode zy = xoy + iyo € Dy derivdciu prdve
vtedy, ked funkcie u = Re f(z), v = Im f(2) su diferencovatelné v bode (zo,vo) a vyhovuji
v nom Clauchy-Riemannovym podmienkam.

e Nech funkcie u,v maji vo vnitornom bode (xo,yo) spojité parcidlne derivdcie 1. rddu a
vyhovuji v fiom Cauchy-Riemannovym podmienkam. Potom funkcia f(z) = u(x,y) +
iv(z,y), md derivdciu v bode zy = x¢ + 1 Yo.

Definicia 10.11 Howorime, Ze funkcia f je analytickd (holomorfnd) v bode zy vtedy a
len vtedy, ked ezistuje okolie O(zy) bodu zy tak, Ze f md derivdciu na O(zy). Bod zy € C
nazyvame regularny, resp. singularny bod funkcie f prdave vtedy, ked funkcia f je, resp. nie
je analytickd v bode zy. Hovorime, Ze funkcia f je analytickd na otvorenej mnozine G C C
prave vtedy, ked je analytickd v kaZdom bode z € G.

Definicia 10.12 Nech zy € C* je lubovolny dany bod. Bod z, sa nazjva izolovany sin-
gularny bod funkcie f vtedy a len vtedy, ked funkcia f : C* D Dy — C je analytickd
v nejakom prstencovom okoli Oo(zo) C Dy bodu zy, ale nie je analytickd v bode zy. Bod zy sa
nazyva izolovany singularny bod funkcie f.

Priklad 10.3 Ndjdime analytickid funkciv f na mnozZine Q C C, ak jej redlna cast je
u(z,y) = 32* — 3y*> — 2zy + 2y a f(0) = 1.

Riesenie. Pretoze funkcia f je analytickd na mnozine €2, pre kazdy bod (z,y) musia platit
Cauchy-Riemannove podmienky. Dostavame u, = 6x — 2y = v, (prva podmienka). Odtial
dostaneme

oley) = [ (60— 20)dy +pla) = 6y — 7 + (o),
kde ¢ je diferencovatelné funkcia. Odtial pouzitim druhej Cauchy-Riemannovej podmienky je
vy = 6y + ¢’ (2) = —(—6y — 22 + 2) = —u,,.

Cize
O(r)=20—-2=¢@)=2"—-2vr+k keR.
Teda v(x,y) = 6zy —y> + 2> — 20+ k a

F(z) =322 =3y — 20y + 2y +i 6y — y* + 2> — 20+ k) = (3+1)2> — 2z + i k.

Hodnotu konstanty k& urc¢ime z podmienky f(0) =4, t.j. ki =1. Teda k = 1.
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