10.3 Komplexna funkcia komplexnej premennej

Pojem komplexnej funkcie komplexnej premennej, tak ako aj pojem limity a spojitosti
v komplexnom obore sa formalne neli§i od znamych pojmov z funkcie realnej premenne;j.
V tedrii komplexnej premennej sa stretavame aj s takymi typmi funkcii, ktoré nie su zo-
brazeniami defini¢ného oboru do oboru hodnot ako to bolo pri funkcii realnej premennej (tzv.
jednoznacné funkcie). Také funkcie moézu jednému bodu z € C* svojho defini¢ného oboru pri-
radit niekol'ko hodnoét f(z) z oboru hodnot. Mnozinu tychto hodnot ozna¢me {f(z)}. V takom
pripade ide o mnohozna¢né (viacznaéné) funkcie alebo multifunkcie, ako to bolo naznacené pri
pojme Arg z.

Komplexné ¢isla su definované ako dvojice redlnych ¢isel (vid priloha). V suvislosti s tymto
oznacenim javi sa funkcia f komplexnej premennej ako funkcia dvoch premennych. Tato
funkcia je definovana na uréitej mnozine vietkych dvojic (z,y) € D; C R?, pri¢om komplexné
¢islo 2 = x + iy je z oboru definicie funkcie f komplexnej premennej a jej hodnota v dvojici
(x,y) sa zhoduje s hodnotou f(z).

Nasledujuca definicia funkcie (jednoznaé¢nej funkcie) je podobna ako pri funkcii redlnej
premenne;j.

Definicia 10.5 Nech A € C*, A # (. Zobrazenie f : A — C”* nazjvame komplexnou
funkciou komplexnej premennej. Mnozina A je definicnym oborom funkcie f a oznacujeme
gu Dy. Mnozinu Hy = f(A) ={w e C*: 3Jze A w = f(z)} nazgvame oborom hodnot
funkcie f.

Funkcia je kone¢na prdve vtedy, ked Hy C C. Ak Dy C R, vtedy je f komplexna
funkcia realnej premennej.

Nech A C C*, A # (). Predpisom f je na mnozine A definovand mnohozna¢na komplexn4
funkcia komplexnej premennej (multifunkcia) prave vtedy, ked je tymto predpisom kazdému
z € A priradena neprazdna mnozina {f(z)} hodnot f(z) € C*. Mnohozna¢na funkcia f je
kone¢na préave vtedy, ked Hy C C.

Ak f je mnohozna¢na funkcia, potom funkciu ¢ : D, — C” nazyvame jednoznac¢nou
vetvou funkcie f prave vtedy, ked plati

1. Dcp C Df,
2. pre kazdy bod z € D, je p(z) € {f(2)}.

Viaczna¢éni funkciu f komplexnej premennej z mozno definovat aj ako relaciu f € C* x C™.
MoézZeme o nej uvazovat tiez ako o mnozine jednoznac¢nych funkcii, ktoré sme nazvali vetvami.
Jednu z nich obvykle povazujeme za zékladni a nazyvame ju hlavnou vetvou viacznacnej
funkcie.

Na geometricku interpretaciu funkcie w = f(z), w = u+iv, zz+iy obycajne pouzivame dve
roviny. V rovine z znazorijeme nezavisle premennt (s osami o,, 0,) a v rovine w zavisle pre-
menni (s osami oy, 0,). Potom u+iv = f(x+1iy). Porovhanim redlnych a imaginarnych ¢asti
dostaneme, ze u = u(z,y) = Re f(z) (redlna ¢ast funkcie), v = v(z,y) = Im f(z) (imaginér-
na Cast funkcie). Komplexna funkcia komplexnej premennej je teda urcéena dvojicou realnych
funkeif u = u(z,y), v = v(x,y) a mdzeme ju vyjadrit v tvare w = f(2) = u(z,y) +iv(z,y).

Priklad 10.1 Predpisom w = f(z) =1/z, z € C — {0} je definovand jednoznacnd funkcia,
kde Dy = C — {0}, Hy = C — {0}, u(x,y) = z/(2* + ) , v(z,y) = —y/(a* +y?) .



Priklad 10.2 Predpisom w = f(z) = \/z, z € C je definovand dvojznacnd koneénd kom-
plexnd funkcia komplexnej premennej, kde: Hy = C, f(0) = 0, f(1) = {1,—-1}, f(-1) =
{i,—i}, f(i) = {V2/2+iv2/2, —V2/2—i\/2/2}. Jednoznacnou vetvou tejto funkcie je naprik-
lad funkcia Fy, kde F1(0) =0, Fi(z) = /|z|exp(%arg z) pre z # 0, u(z,y) = /|2| cos(3arg 2),
v(z,y) = /|| sin(%arg z) pre z # 0. Podobne by sme urcili Fy.

Analogicky ako v redlnom obore definujeme pojmy ohranicenej, inverznej a zlozenej funkcie.

Definicia 10.6 Hovorime, Ze funkcia f : C* D M — C* je ohrani¢ena na mnoZzine M
prave vtedy, ak existuje ¢islo K € R, K > 0 tak, Ze pre vsetky z € M plati |f(2)| < K, t.j. ak
je mnozina f(M) ohranicend.

Definicia 10.7 Nech je dand funkcia f : C* D Dy — C*, w = f(2),H; = {w € C* :
w = f(2),z € Ds}. Funkciu g (vo vSeobecnosti viacznacéni) definovani na Hy D C* nazy-
vame inverznou funkciou k funkcii f a oznacujeme f~! prdve vtedy, ked kaZdému w € H;
priraduje prdve tie z € Dy, pre ktoré plati f(z) = w. Pigeme z € {f~'(w)}.

Nech st dané funkcie f : C* D Dy - C*ag:C* D Dy — C* anech H, = g(D,;) C Dy.
Potom funkciu h definovant na D, predpisom: w = f(g(z)) nazyvame zlozenou funkciou
s vnutornou zlozkou g a vonkajSou zlozkou f.

Poznamka 10.1 V dalsich wvahdch pod pojmom funkcia budeme rozumiet jednoznacni
funkciu. 'V pripade viacznacnej funkcie to bude vZdy uvedené.

Definicia 10.8 Nech je dand funkcia f : C* D Dy — C*, 2y je hromadny bod mnoZiny M,
wo € C*. Funkcia f md v bode zy limitu rovnajicu sa ¢islu wg vzhladom na mnoZinu M prdve
vtedy, ked ku kaZdému okoliu O.(wg) bodu wq ezistuje prstencové okolie Oog(zo) bodu z tak, Ze
F(Os(z) N M) C O-(wp) a zapisujeme lim  f(z) = wp.

zZ— 20
zeEM

Ak M = Dy a ak existuje ku kaZdému okoliu O.(wy) bodu wy prstencové okolie OD(;(ZO) cM
bodu z tak, 7 f(Os(20) N D) C O(wp), ide o limitu funkcie f v bode zy a pideme lim f(z) =
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Veta 10.3 Nech funkcia f : C D Dy — C, f(z) = u(x,y) +iv(zr,y), 2 = x + iy, 20 =
xo+1yo € C, wog =1ug+ivg € C. Potom lim f(z) = wy vtedy a len vtedy, ked
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lim  w(xr,y) =up a lim  v(z,y) = vo.
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Poznamka 10.2 O limitdch komplexnych funkcii komplexnej premennej platia tvrdenia
analogické vetdm o limitdach funkcii redlnej premenne;.

Spojitost komplexnej funkcie komplexnej premennej definujeme podobne ako sme definovali
spojitost funkcie v redlnom obore.

Definicia 10.9 Nech je dand funkcia f : C* > Dy — C* a nech M C Dy, z € M.
Hovorime, Ze funkcia f je spojita v bode 2z, vzhladom na mnoZinu M prdve vtedy, ked
ku kazdému O.(f(z0)) existuje okolie Os(zo) bodu zy také, Ze f(Os(z0) N M) C O:(f(20)).
Hovorime, Ze funkcia f je spojitA na mnozine M prdve vtedy, ked je spojitda vzhladom na
mnozinu M v kaZdom bode mnoZiny M. Ak M = Dy a z je vnitorny bod mnoZiny M, ide
o spojitost funkcie f v bode zy.



Poznamka 10.3 Ak zq je izolovany bod mnozZiny M, je funkcia f spojitd v bode zo vzhladom
na mnozinu M.
Ak zg je hromadniym bodom mmnoZiny M, tak funkcia f je spojitd v bode zy vzhladom na mnoZinu
M prdve vtedy, ked existuje lim  f(z) = f(z0).
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Veta 10.4 e Nech je dand funkcia f : C D Dy — C, f(z) = u(z,y)+iv(z,y). Funkcia
f je spojitd v bode zy = x¢ + iy vtedy a len vtedy, ked funkcie u : R* O D; — R,
v: R*D Dy — R si spojité v bode (x,o).

o Nech si v bode zy € M spojité funkcie f: C* D Dy — C*, g : C* D D, — C*. Nech
ki,ke € C, M C Dy D, potom v bode 2y si spojité vzhladom na mnoZinu M funkcie:
\fl, kv f+kag, f-g, [/g, ak je v bode zy prislusnd operdcia definovand.

o funkcia f je spojitd v bode zy € M C Dy vtedy a len vtedy, ked pre kaZdi postupnost
(zn) C M taku, Ze lim z, = zo plati im f(z,) = f(z0).

e Nech funkcia g je spojitd v bode zy € D,, funkcia f je spojitd v bode wy = g(20) a nech
H, C Dy. Potom zloZend funkcia f(g(2)) je spojitd v bode z.
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