7.1 Dvojny integral

Nech f: R* D A — R je spojita funkcia a nech ¢ C A je ohrani¢ena uzavreta oblast,
ktoré je zjednotenim konecného poc¢tu elementarnych oblasti. Rozdelime oblast o na n casti
tak, aby 0 = U}_,0; a dve rozne oblasti 0;, o; nemali spolo¢né vnitorné body. Nech bod
P; je Tubovolnym bodom oblasti o;. Nech f(F;) je hodnota funkcie f v bode P; a Ao; je
plosny obsah oblasti o;, i = 1,...,n. Ak f > 0, potom f(FP;,)Ac; moézeme geometricky
interpretovat ako objem valcovitého telesa s postavou o; a vyskou f(F;). Celkovy objem
telesa zostrojeného nad oblastou ¢ ohrani¢eného zakladnou rovinou z = 0 a grafom funkcie

fie Vi, = > f(Pi)Ao; = S(f,D,). Tato sumu (nielen pre nezapornu funkciu) nazyvame
i=1

integralnym sac¢tom pre dvojny integral prislichajici danému deleniu D,, a danému
vyberu bodov P;.

Ak delenie je také, ze oblasti o; st dvojrozmerné intervaly so stranami Ax;, Ay;, tak S(f, D,,) =
> f(Pi)Ax;Ay;. Nech pren € N je D, delenie oblasti o na malé oblasti o; také, ze pre n — oo
i=1

priemer d(o;) oblasti o; konverguje k nule.

Taktito postupnost deleni nazyvame normélnou postupnostou deleni.

Nech interval J = {(a,b) x {(c,d). Nech DM je delenie intervalu (a,b), D" = ({z;_y, 2;))"_,
a D@ je delenie intervalu (c,d), D® = ((y;_1,y;))1,.

Mnozinu intervalov (x;_1,2;) X (y;—1,vy;), ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m nazyvame delenim
intervalu J.

Vsimneme si tplnt analégiu integralneho suctu funkcie dvoch premennych s integralnym
stctom funkcie jednej premennej. Teraz vyslovime definiciu integralu podobnu ako pre funkciu
jednej premenne;j.

Definicia 7.1 Cislo I nazyvame dvojnym integralom z funkcie f na oblasti o, ak pre kaZdi

normdlnu postupnost deleni (D,,)2, oblasti o a pre lubovolné vybery bodov v suctoch S(f, Dy,)
je lim S(f,D,)=1.

Integral funkcie f na oblasti o oznacujeme znakom

/ / F(@.y)do  alebo / / (@, y)dady.

Je mozné ukazat, ze

lim  S(f,D,) =1 & (Ve > 0)(36 = 6(c) > 0)(YDy :|| Do ||< 8) : |S(f, D) — I] < &.

n — o0

Ak existuje dvojny integral funkcie f na intervale J, tak funkciu f nazyvame integrovatelnou
funkciou na intervale J.

Nech o je ohrani¢end na mnozine R". Funkciu x,(X) = 1, pre X € 0 a x,(X) = 0, pre
X & o, nazgvame charakteristickou funkciou mnoziny o.

Funkcia f je integrovatelnd na mnozine o, ak funkcia F, = x,f je integrovatelna na
Tubovolnom intervale J, ktory obsahuje mnozinu o a plati

// flz,y)dzdy = //Fa(x,y)dxdy.



Nech o je ohraniens mnozina. Ak existuje [[ dzdy, nazyvame mnozinu o meratelnou.
ag

m(o) = / / dady.

Ak existuje dvojny integral funkcie f na oblasti o, tak funkciu f nazyvame integrovatel’-
nou funkciou na oblasti 0. V opacnom pripade hovorime, Ze funkcia f nie je integrovatelna
na oblasti o.

Jej obsahom (mierou) nazyvame ¢islo

Poznamka 7.1 KaZdd spojitd funkcia na meratelnej mnoZine o je na tejto mnoZine integ-
rovatelnd.

Poznamka 7.2 Ak funkcia f je na oblasti o ohranicend a mnozina jej bodov nespojitosti
md nulovy obsah, tak je integrovatelnd na oblasti o.



